Estimatori In procesarea semnalelor

Conf. dr. habil. Eduard Rotenstein

1 Considerente asupra marginii inferioare Rao-Cramer (CRLB)

Dupéd cum am studiat la Metoda verosimilitdtii maxime, determinarea unei margini inferioare pentru dispersia
unui estimator nedeplasat se dovedeste a fi foarte importanta in practica. In cel mai bun caz, se poate stabili daca
un estimator nedeplasat este de dispersie minima (estimator MVU - Minimum variance unbiased estimator). in cel
mai rau caz, furnizeaza un reper in raport cu care putem compara performanta oricdrui alt estimator nedeplasat
pentru parametrul estimat. Desi existd metode alternative de determinare a unei margini inferioare pentru
dispersie (vezi McAulay, Hofstetter [1971], Kendall, Stuart [1979], Seidman [1970], Ziv, Zakai [1969]), marginea
inferioard Rao-Cramer (CRLB) este cea mai usor de obtinut. De asemenea, teoria ce conduce la stabilirea sa
permite determinarea imediatd a existentei unui estimator ce o atinge. Chiar dacd nu existd un astfel de estimator,
se pot determina estimatori ce ating acea margine intr-un sens aproximant.

1.1 Acuratetea estimatorului

Cum toate informatiile privitoare la statistica analizatd sunt incorporate in esantionul observat si in densitatea
de repartitie a caracteristicii, este evident cd acuratetea estimarii va depinde in mod direct de repartitia urmata.
Este, prin urmare, clar ca nu putem vorbi de acuratetea estimarii unui parametru dacd densitatea nu depinde de
acesta sau depinde in mod slab de el.

Exemplul 1.1 Dependenta densitdtii de repartitie de parametrul necunoscut. Presupunem cd, la o simplii observatie,
avem structura variabilei de selectie datii de

Xo=A+W,, unde Wy~ N(0,0%)

si dorim sd estimidm parametrul A. Desigur, este agteptatil o estimare cu atdt mai buni cu cdt dispersia o este mai micil.
Intr-adevdr, un estimator nedeplasat bun este A = X, varianta fiind o2, deci acuratetea estimatorului creste odatil cu
descregterea cantititii o®. Un mod alternativ, exemplificativ, de a observa aceasta este considerarea a doud densititi de
repartitie, corespunzitoare la doud dispersii o3 < o3 :

fi (o, A) = \/217T7 exp (—%:2 (o — A)2> , 1€{1,2} (1)

Dacii reprezentim cele doud grafice pentru xo = 3 si 01 = 1/3, atunci se observi pe reprezentare cd valori A > 4 sunt
puternic improbabile. Pentru a vedea aceasta,

3+6/2
P(3-6/2 < X §3+5/2)=/ £ (4 A)dt,
3-6/2

care, pentru § suficient de mic, este f; (xo = 3, A) d. Dar
fi(zo=3,A=4)§ =0.106, in timp ce f1(xo=3,A=3)0=1.20.
Valorile parametrului A > 4 pot fi deci eliminate din analizd.
Aplicind teoria verosimilititii maxime, considerdm logaritmul functiei de verosimilitate:
1
In f (zg, A) = —In V27102 — 357 (zo — A)®, pentru care
g
Oln f (zg, A) 1 . 0% 1n f (x9, A) 1
I .V @

Curbura graficului creste pe masurd ce o descreste. Cum stiam deja cil estimatorul A = X are dispersia o2, atunci,
pentru acest exemplu,
1 2
5 ., . — 0.
91 f (w0, A)
0A?

D*(A) =



Desi in acest exemplu, derivata secundi nu depinde de valoarea empiricd observati x, in general, va depinde. Din acest
motiv, o mdsurd mai bund pentru curbura medie a graficului logaritmului functiei de verosimilitate este

_E<821nf(X0,A))'

9A2 ®)

Cu cdt este mai mare cantitatea dati de (3), cu atdt va fi mai micd dispersia estimatorului.

Revenind la aspectele teoretice prezentate la metoda verosimilitdtii maxime, reamintim cd, dacd densitatea
de repartitie a caracteristicii studiate X este f (z,0), atunci dispersia oricdrui estimator nedeplasat 6 satisface

relatia . . .
D?(0) > . (82 lnf(X,9)> =7 @ =: 70 = CRLB(0) 4)
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In plus, orice estimator nedeplasat care isi atinge marginea (dispersiei) pentru toate valorile lui 6 trebuie si
satisfacd, ca si rezultat de caracterizare, relatia:

Oln f (z,0)

i =10 (9(2)-0). ©

pentru functiile convenabil alese g si . Acest estimator, care este un estimator MV U este de fapt
0=yg(X),
iar dispersia minim4 atinsa este 1/1 (9) .
Exemplul 1.2 CRLB pentru Exemplul 1.1. Din formulele (2) si (4) obtinem ci
D?*(A) > o,

pentru toate valorile parametrului A. Prin urmare, nu poate exista niciun estimator nedeplasat a cirui dispersie sd fie mai
micd decdt o*, nici mdcar pentru o singurd valoare a parametrului A.

Dar A= X, si atunci D*(A)= o>

Cum X este nedeplasat si atinge CRLB, va fi un estimator MVU. Din (2) si (5) facem identificirile:
1 .
=4, 1(0)=—5 s g(Xo)=Xo

Prin urmare, A = g (Xo) = Xo, deci este estimator MVU. De asemenea,

D2(4) = o = %

si, in conformitate cu (4), avem
9?Inf(X,0)

Exemplul 1.3 Mdarimea (amplitudinea) curentului continuu in prezenta zgomotului alb Gaussian (WGN, White
Gaussian Noise). Generalizim Exemplul 1.1 considerdnd cazul observatiilor multiple date de variabilele de selectie:

X;=A+W;, i€{0,1,...,n—1}, unde W;este WGN, de dispersie o°, Vi

Pentru determinarea CRLB pentru parametrul A, considerdm functia de verosimilitate

n—1
1 1 2>
LV,A) =L(Xo,., Xn_1,4) = ——exp|———(X;— A
( ) ( 0 1 ) Z]':_‘[OW p( 20.2( )

n—1
B 1 1 )
= ooy 2 P (‘202;_0: (Xi — 4) ) :

(270



pentru care obtinem,

dmL(V,A) 9 22 = = ng
iar derivata secundd este constantii
PInL(V,A) n
002 g2
De asemenea, din (6) rezultd cd, anulind derivata de oridinul intdi, gdsim estimatorul A=X.
Formula (4) conduce la urmdtoarea cantitate pentru CRLB:
2
D*(A) = D2(X) > & = CRLB(A), )
n

iar media de selectie este un estimator ce atinge acest prag minim, si deci, prin urmare, este un estimator MVU. El este,
deci, si un estimator absolut corect.

Reamintim, de asemenea, cd atunci cAnd CRLB este atinsd, are loc egalitatea

‘ -

D*(0)= ——, unde I(0)=-E (WW>

) 962

Q-’\«

Urmadtorul exemplu aratd cd, conditia de
cutd.

margine inferioard CRLB pentru dispersie nu este intotdeauna satisfa-

Exemplul 1.4 Estimarea fazei unui curent de tip sinusoidal intr-un WGN. Considerim problema determindrii unui
estimator pentru parametrul fazei ¢, al unui curent sinusoidal, aflatd intr-un WGN:

X, =Acos2nfoi+ @)+ W;, 1€{0,1,...,n—1}. (8)
Amplitudinea A si frecventa fo se presupun a fi cunoscute. Densitatea de repartitie a vectorului datelor este:

n—1
L(V,¢) = (27“712)71/2 exp (—%izz (X; — Acos (27 foi + ¢))2> .

=0

Derivatele logaritmului functiei de verosimilitate sunt:

n—1
alnﬁag/’(b) _ 012 (X; — Acos (27 foi + ¢)) Asin (27 foi + @)
=0
n—1
— —% 2. (){Z sin (27rf0i 4+ ¢) — é sin (47Tfoi + 2¢)>
9 n—1
WD) AT con i )~ Acosinfi +26).
=0

Avind in vedere faptul ci
E(X;) = E(Acos (2 foi + ¢) + W;) = Acos (2 foi + &) + B (W;) = Acos (27 foi + @),

si relatia cos (2x) = 2cos? (x) — 1, obtinem astfel urmdtoarea formuld pentru informatia Fisher corespunzitoare para-
metrului ¢ :

9?In L (V, ) A& ,
_E <&¢2> = —222 (Acos? (27 foi + ¢) — Acos (47 foi + 2¢))
nA?
= Z ( fcos (47 foi + 2¢) — cos (47Tf02+2¢)> 952
=0

deoarece .

ﬁz cos (47 foi + 2¢) ~ 0 pentru  fo neapropiat de 0 sau 1/2.
i=0



Prin urmare,
- 20?2
D?*(¢) > —.
@) > 5
In acest exemplu, conditia pentru existenta marginii inferioare atinse nu este satisficutd. In consecintd, nu existd un
estimator pentru fazd care sd fie nedeplasat si care sd atingd CRLB.

Este posibil insi ca si existe un estimator de dispersie minimd, MVU. Nu putem, pentru moment, si stabilim daci un
estimator MVU pentru parametru existd sau nu, iar dacd el existid, cum sd il determindm. Teoria Statisticilor suficiente ne
va permite si gisim raspunsuri la aceste intrebdri.

Asa cum am vizut, un estimator nedeplasat care atinge CRLB este un estimator eficient. Un estimator
MVU nu este, neaparat, si eficient. Prin urmare, daca marginea CRLB este atinsd, dispersia estimatorului este
inversa informatiei Fisher. Intuitiv, cu cat avem la dispozitie mai multe informatii, cu atdt marginea inferioara a
dispersiei estimatorului este mai micd. Pentru observatii ne-independente, este de asteptat ca informatia Fisher
sd fie mai mica decat nl; (0) .Pentru observatii complet dependente,

I,(0)=1(0),

adicd observatii suplimentare nu vor aduce informatii noi, ceea ce va face ca CRLB sd nu descreascd odatd cu
cresterea numarului de date noi observate.

Exemplul anterior poate fi extins la situatia generald a determinarii marginii inferioare a estimatorului § pen-
tru semnale electrice de tipul urmator, in care nu se da forma explicitd a dependentei semnalului de parametrul
0 :

X;=s; (9)+W17 1€ {0,1,...,n—1}.

Functia de verosimilitate este, deoarece X; ~ A (sZ (0) ,02) ,

LV6) = —— e (—2122 (X~ (9))2) ,
(2m0?) 70

iar diferentialele logaritmului sdu sunt:

oL (V,¢) 1=, . s (0)
o ;;(Xz—sz(e)) 0
PWL(V,9) 1= 92s;(0) [ 9s; (0)\>
T T 2L <(Xi‘8i<9>> a0 ‘( o >>

Aplicim media si obtinem, deoarece E (X; — s; (0)) = E (W;) = 0, iar §%s; (0) /06? este deterministd,

g (PMLV,0)Y _ 12 (95 (0)\?
(Zo ) = (%5

In consecinta,

o? 1

D*(6) > = : )

ST

=0

in particular, dacd semnalul curentului sinusoidal este reprezentatd de (8), cu s; depinzand de frecventa fy in
modul urmaétor:

s5i (fo) == Acos 27 foi + @), fo €(0,1/2),
amplitudinea A si faza ¢ fiind cunoscute, atunci estimatorul frecventei curentului are marginea CRLB:

~ 0'2

D?(fo) > = CRLB(fo).

n—1

A2 " (2misin (27 foi + )

i=0
Mentionam c&, daca )
fo— 0, atunci CRLB(fy) — +o0.

Intuitiv, aceasta se datoreazd faptului cd, pentru o frecventd f, suficient de mici (neglijabild), o modificare a sa
nu va altera semnalul intr-o manierd semnificativa.



1.2 Transformarea parametrilor

De multe ori, in practicd, se intAmpld ca parametrii pe care dorim si ii estimdm sd depindd, sub forma unei
functii de alti parametri. De exemplu, putem fi interesati nu de estimarea nivelului curentului A4, ci de puterea
semnalului, A2. In general, dacd dorim s estimdm parametrul a = g (6), atunci CRLB este:

()

D*(&) > : 10
(@) 2 g (PWL(V0) (10)
00?
Particularizand, in exemplul anterior, pentru a = g (4) = A%,
—~ 24)° 44202 —~
2(A2) > 7( = = 2
D (A ) > CRLB (A ) (11)

In Exemplul 1.3, media de selectie era un estimator eficient pentru A. Am putea presupune cd X? este, de aseme-
nea, un estimator eficient si pentru A2, Pentru a evita aceastd eroare de rationament ardtdm, pentru inceput, cd
X2 nu este nici micar un estimator nedeplasat. Deoarece

X ~N(A,0%/n),
avem: 5
E(X?) = E*(X) + D*(X) = A2 + % £ A%, (12)

Putem deci afirma imediat cd eficienta unui estimator este distrusa de o transformare neliniara a sa. Eficienta
se pastreaza insd in cazul transformairilor liniare. Pentru a verifica aceastd ultima afirmatie, presupunem ca
existd un estimator eficient §, pentru parametrul 6. Ne propunem acum si estimdm noul parametru

g(0) =ab+0b, pentru a,beR.
Alegem drept estimator statistica
g () := g(0) = ab +b.

Avem astfel:

—

E (gf(g)) = E(af+b)=aB@)+b=af+b=g(#), decig(0) este nedeplasat;

dg 2
D (s) = <f(’;)> = (2 p20) = a2200) = D2t 1) = 12 (510).

ceea ce implicd faptul cd are loc egalitate in ultima relatie, adicd CRLB este atinsa.

Desi eficienta se conserva in cazul transformairilor liniare ale parametrilor, ea este pastratd "aproximativ"
si in cazul transformadrilor neliniare dacid esantionul considerat este suficient de mare. Aceasta are semnifi-
catie din punct de vedere practic deoarece se doreste frecvent estimarea unor functii generale dependente de
parametrul de baza. Pentru a vizualiza afirmatia anterioard revenim la exemplul estimérii lui A? cu ajutorul sta-
tisticii X2. Cu toate c& aceasta este deplasats, din (12) se poate observa cd, asimptotic, este de fapt un estimator

nedeplasat (atunci cand n — +00). El este deci doar corect, nu si absolut corect. In plus, cum
X ~N (4,0%/n),

putem evalua dispersia
- - - 4A%0% 201
D*(X?) =E (X*) - E* (X?) = —+ (13)

Pentru ultima egalitate, am folosit faptul cd, dacd £ ~ N (u, 02) , atunci
E(€2)=M2+02, E(§4)=M4+6M202+304’
ceea ce conduce la

D2(€2) :E(§4) _E2 (62) :u4+6u202+304_(M4+04+2M202) :4M202+204~

5



(o

Figura 1.

Se observa cd al doilea termen din (13) converge la zero mai repede decat primul, ceea ce face ca, asimptotic,
sd regasim CRLB din inegalitatea (11). Pentru un volum de selectie mare, media de selectie este concentrata in
vecindtatea mediei teoretice A, iar pe acest interval mic transformarea neliniard este aproximativ liniard. De fapt,
dacd aproximdm, prin liniarizare, functia g in vecindtatea lui A, obtinem:

9(z) ~ g(A) + ¢'(A)(z — A), iar

E(g(X)) =g(A) = A%, deoarece E(X —A)=E(X)-A=0,

estimatorul fiind deci nedeplasat. De asemenea,

D(e(X)) = (¢ (4)* D2(X) = BT 18T

adicd estimatorul atinge, intr-adevdar, asimptotic, CRLB.

1.3 Cazul parametrilor multipli (vectoriali)

Extindem analiza la cazul in care caracteristica studiata este dependentd de mai multi parametri, vectorul aces-

tora fiind notat cu 6 = (6,02, ..., 0p)t. Presupunem, de asemenea, cd estimatorul ¢ este nedeplasat. Marginea

inferioara a dispersiei va fi un vector CRLB ce impune o limitare inferioard a fiecdrei componente. Vom obtine
D%(f;) > (I7'(0))i, unde I(f) € My, (R) este matricea informatiei Fisher:

(14)

L (V,0 .
(I(Q))ZJ =-E <8n€8(9)) ) pentru 1, € {1723 ap}
T J

Exemplul 1.5 Analiza curentului continuu bi-parametrizat in WGN. Revenim la Exemplul 1.3 si presupunem ci,
atat A, cat si o® sunt necunoscute. Vectorul parametrilor este deci

0:(Aﬂ0—2)t, p=2
Matricea informatiei Fisher asociate are forma:

DA? 9Ado?
1(0) =
g (P IL.6) g (P WL.0)
9020A 9(02)2



Logaritmul functiei de verosimilitate si derivatele partiale ale acestuia sunt:

n—1
InL(V,0) = —gln (2m) — ganQ — 2%,22 (X; — A)?

i=0

n—1

n—1 2
oo ARy, TREUD a4 e, RECO s
2 n-1 2 n—
- glA%(aze = 0-142 X-4). ° 151(52()?9) =i 2 (X - 4)°
Matricea informatiei Fisher devine: .
I1(0) = o? 2
Y

9?InL(V,0) n 1 9 n 1 9
=0 1=0
n—1
1
— 2\ _ 2 2
= —ﬁﬁ-EZE (w?) —ﬁ+—6Z(D (W;) + E? (W7))
=0
n — n 1 n
- .= 2 — il _
- 204 6 — (0% +0) 204 + i T 9pt
Din forma anterioari determinidm marginile
R 2 o 2 4
p*A)>%  si DXo?)> T
n n

Observatia 1.1 Chiar daci, pentru acest exemplu, matricea I(6) este de tip diagonal, in cazul general ea nu are aceastd
proprietate. Remarciam, de asemenea, cii CRLB pentru estimatorul A este acelasi ca si cazul in care o> era cunosut. Acest
lucru se intamplid doar datoriti formei diagonale a matricei I(0). In absenta acestei proprietiti, nici identificarea anterioari
nu mai este posibild, dupd cum vedem in exemplul urmdtor.

Exemplul 1.6 Aproximarea dreptei de regresie (line fitting). Consideridm observatiile date de urmitoarele formule de
dependentd, ce vor conduce la estimarea dreptei de regresie:

Xi=A+Bi+W,;, unde W,;sunt WGN independente, i< {0,1,...,n —1}.
Ne propunem sii determindm CRLB pentru parametrii A (intercept) si B (slope), vectorul parametrilor fiind § = (A, B)" .
Functia de verosimilitate si derivatele partiale ale logaritmului sidu sunt, deoarece X; ~ N (A + B, 02):
1 1 n—1
= ~— N (X; - A - Bi)?
L9 (2r02)"/? P ( 202 ; (X ) )
oL (V,0) 1 L OlmL(V,0) 1= . 9*InL(V,0) n
e N (X - A-Bi), ——" = N (X;— A-Bi)i, —— 2=
9A 2 ; ( 0 OB 2 ; ( 2k 0A? o2

PWL(V,0) 1=,
GA0B  ~ o2

82In L (V,0) 1&,
0B2 T2 ZZ '

Matricea informatiei Fisher are urmitoarea forma imediatd, deoarece derivatele secunde nu depind de variabilele X; :

n(n—1)

1 2

| -1 nm-1)2n—-1)
2 6




Inversa acestei matrici este:

2(2n—1) 6
n(n+1) n(n+1)
I71(0) = o?
B 6 12
n(n+1) n(n? —1)
Formula (14) aratd cd CRLB sunt date de inegalitdtile
9, 2(2n—1)0? : . 9,2 1202 A
> — = > —— = .
D*(A) > w1 CRLB(A) si.  D*B)> P CRLB(B)

Remarcitm faptul cif CRLB pentru estimatorul A creste fatii de situatia in care parametrul B era cunoscut, deoarece, pentru
n>2,

o 2(2n—1) o2 o? 1
D} A)>"—"— 2. —>1.—=—
(4) 2 n+1 n~— n E PInL(V,A)\’
0A2

ultimul termen identificandu-se chiar cu CRLB obtinutd pentru A, cand B era cunoscut. Anticipdm astfel un rezultat
general valabil, si anume faptul CRLB intotdeauna creste odatd cu cregterea numdrului de parametri estimati.

In altd ordine de idei,

2(2n-1)o?
CRLB(A) _ n(n +21) _ @Dl 1, pentrun > 3.
CRLB(B) 120 0
n(n? —1)

Prin urmare, parametrul B este mai ugor de estimat, marginea sa inferioard CRLB avind o descrestere de ordinul lui 1/n?,
in comparatie cu dependenta de ordinul 1/n a marginii CRLB a celuilalt parametru. Aceastd diferenta de magnitu-
dine indicd faptul ci observatia X, este mai senzitivd la modificdri ale parametrului B fatd de modificdri ale
parametrului A. Observim, de asemenea, ci

8Xi aXz
0A 0B
adicd modificirile lui B se resimt multiplicate in evolutia observatiilor (aleatoare) X;.

AA=AA  si  AX;~

AB = iAB,

Prezentdm acum varianta vectoriald a Teoremei Rao-Cramer pentru marginea inferioara.

Teorema 1 Presupunem ci densitatea de repartitie a vectorului aleator de selectie L (V,0) satisface urmdtoarele conditii
de regularitate:

00

Atunci, matricea de covariantd Cy a oricirui estimator nedeplasat 0 satisface inegalitatea

1
E <611£(V,9)> =0, pentru toti parametrii 6.

Cy—17'(0) >0, (15)

inegalitatea fiind inteleasd in sensul ci matricea din membrul sting este pozitiv semi-definitid. Informatia Fisher este

matricea
9?InL(V,0) )

(I(e))ij =-E ( 80i89j

In plus, un estimator nedeplasat atinge marginea inferioard in sensul ci
Cy =140
dacd si numai daci
oln L (V,0)

00
pentru o functie g : R™ — RP si o matrice I € Mpyp.

=1(0) (9(V) - 0), (16)

Estimatorul, care este un estimator de dispersie minimd (MVU) este:

iar matricea sa de covariantd este I=1(6).



Demonstratie. Consideram vectorul parametrilor o = g (), densitatea de repartitie a caracteristicii fiind depen-
dentd de vectorul 6 al parametrilor. Fie estimatorii nedeplasati astfel incat

B(a) =i =(9(0));, ie{l,2,...r}.
Conditiile de regularitate conduc la
1 .
/ (G — ai)%ﬁﬁ(u@) dv = M ie{1,2,....p} (17)

Pentru j # i,

. \9InL(v,0) B . L 0L (v,0)
/n(a, al)iaej L(v,@)dv—/n(al az)iaej dv

_9 [ . g (OL@,0) _Oai _ 0(9(0)), (18a)
= 20, Rnalﬁ (v,0)dv azE( 70, ) = 20, = 20,
—

=0
Scriind (17) si (18a) sub formé& matriceald obtinem
X dln L (v,0)" 0
/n(a Q)Tﬁ(lﬁe)dv—w
Considerdm acum vectorii, posibili arbitrari, a € M,«; si b € M,;. Multiplicand in pozitiile convenabile (la
stanga / la dreapta) cu vectorii a’ si b si tinand cont de faptul cd £ (v, 0) este un scalar, gdsim:

/ at(&—a)'wb'ﬁ(v,e)dv:atagi@b. (19)
e s Ji_/ N—— 00
Notdm t

W@ =L0), g =ala—a), h@)=2E00

00
Ridicam la patrat (19) si, aplicand inegalitatea Cauchy Schwarz, obtinem ca:

(w22O0) < [ E(v,ﬁ)at(d—a)>'< E(M)W‘O) v

t ’f (20)
< / L(U’a)at(@*a)(dfa)tadv~/ E(vvo)btalnga@,@)3111%(01),9) b

n

= a'Csa-b'I(0)b,

deoarece, similar cazului scalar,

dlnL (v,0) dIn L (v,0)" 9*In L (v,0)
E( 96, 96, ) - _E< 96,00, ) = O

Cum b este arbitrar ales, alegem pentru el valoarea

g (0)'

-1 . t_ ot ~1 _
b:=1"%0) 502 deci bl=a 50 (I7'(9) =a 50 I71(0).
Obtinem din (20),
2
99 (6) ., 99(0)" 99 (0) ,— 1 99(9)
t 1 < gt oAt 1 1
<a 50 I-1(6) 50 2 < Csa | a 50 I-YOI )1 90 2
99(6) 1, 99(0)"
¢ ¢ 1
= ¥Ca < a0 L )5
Deoarece I(6) este pozitiv definitd, aceeasi proprietate o are si I ~1(6), iar matricea
99(9) ,—1 5 99(8)"
06 @) 06



este, cel putin, pozitiv semi-definitd. Prin urmare, termenul din parantezele anterioare este ne-negativ si de-

ducem ca .
o < L 29(0) 1y 29(0) ) a0

00 00

Reamintim cd si a este ales arbitrar, ceea ce conduce la

99 (0) ,—1,,,99 (9)15
N AN >
Ca 00 (6 00 — 0
Daca 50 (0
a=g(0) =40, atunci %:I,

iar inegalitatea (15) este satisfacuta. Conditia pentru egalitate in inegalitatea Cauchy Schwarz este

t
WL (w6)

g)=c-h(v) <= a'(d—a)= 50 ,

unde c este o constantd independenta de v. Aceastd conditie devine:

. dln L (v,0)" dlnL (v,0)" _,,  dg(6)
t _ _ Ty = it S A 1
a'(d—a)=c 50 c 50 )] 50 >
N—————
=b

Cum vectorul a este arbitrar ales,

g () 1, 0InL(v,0) 1
50 I (9)780 —C(a—a).
Dacé considerdm « = ¢ (0) = 6, atunci
OlnL(v,0) 1 A
g = CI(G)(H 0).

Cum c poate depinde de vectorul parametrilor §,

OlnL(v,0) - (1(9))
o T X

(ék —0), deunde, diferentiind incd o datd,

k=1

PWLw0) _ s~ | O 50 N b))y g

89189J P C(e) 89J
in final,
_ L (v,0)\ _ (1(9)) A
(I(9))ij =—-FE ( 90,00, ) = o) deoarece E(6y) = 0.
Evident,

c(0) =1,

iar conditia pentru egalitate rezultd imediat. Demonstratia este, in acest moment, incheiata.

Faptul céd relatia (14) rezultd din (15) se justificd remarcand cd pentru o matrice pozitiv semi-definitad ele-
mentele diagonale sunt ne-negative. Prin urmare,

(Co—T71(0))ii >0

si, In consecintd, .
D*(6;) > (Cy)is > (I7}(6)):1.  pentru orice i @)

Cand are loc egalitatea (adica Cy = I~*(6)), atunci si (21) are loc cu egalitate. Estimatorul

=g (V)

10



este eficient si, prin urmare, este un estimator MVU. Un caz privind egalitatea am obtinut in Exemplul 1.6. Am
determinat

n—1
1 .
dln L (v,0) PZ(Xi—A—Bz)
Oln L (v,0) 0A i=0
0 dIn L (v, ) =
~—aB =D (Xi—A-Bi)i
i=0
Putem scrie (22) sub caracterizarea echivalentd (se verifica prin calcul direct structura urmétoare)
n n(n—1) .
dln L (v,0) o? 202 A=A
o » @)
nn—1) nnh-1)2n-1) B-B
202 602

unde
n—1 n—1 n—1 n—1
s 2(2n-1) 6 ) . - 6 12 .
A=————2N X, — ———— X; B=———— ) X, 4+ —r— X;.
n(n+1); CERP g n(n—l—l)z Ry D
Conditiile pentru egalitate sunt satisfacute, iar estimatorul
0= (A B)
este eficient si, prin urmare, este un estimator MVU. Matricea din (23) este inversa matricei de covariantd.

Dacé conditia de egalitate are loc, atunci, intotdeauna, estimatorul 0 este nedeplasat. intr-adevar, conditia de
regularitate, aplicata reprezentarii (16) implica

E(g(V)) =E@) =o.

Pentru determinarea estimatorilor MVU pentru un parametru vectorial, Teorema CRLB este un instrument re-
comandat. In general, metoda este folositd in aplicatii practice, pentru modele liniare, Exemplul 1.6 al estimadrii
dreptei de regresie (line fitting) fiind doar un caz particular.

1.4 Transformarea parametrilor vectoriali

Dorim sd estimdm parametrul vectorial « = ¢ (), g fiind o functie r—dimensionald, g : R — R". Dupd cum am
demonstrat in Teorema 1,

09 (0) -1, 29 ()"
, — > 0.
Prin Og (0) /00 am inteles, desigur, matricea Jacobiand r x p dimensionala

991 (0) 991 (0) . 991 (0)

00, 06 06,
992 (6) 992(6) 0g2(0)

99(0) _ 20, 90, 20,

80 . .

dgr (0) dg- (0) o dg- (0)

00, 00 06,

Considerdm acum un curent continuu intr-un WGN, ce are parametrii A si 0% necunoscuti si ne propunem s
estimdm parametrul
A2
o= —,
o2
care poate fi considerat proportia semnal-zgomot (SNR, Signal-to-Noise Ratio). Vectorul parametrilor este
07  A?
0=(A,0°), iar 0)=-L="_,
(A,07) 90) =75 = 3

11



Determinam, prin calcul imediat:

0
I1(6) = n , iar Jacobianul este

99(6) (ag<e> ag(@));(f)gw) ag<9>):(2A A)

o0 001 004 0A Oo? o2 o
)\ [
dg (0) -1() g (0)" _ 24 A? o2 02 _ ﬁ N g _ da+ 207
a0 00 B o2 ot n A2 T no?2  not n ’
204 ey
Cum « este scalar,
da 4 202
Da) > dat2?
n

Asa cum deja am discutat, eficienta estimatorului se pastreaza in urma transformarilor liniare de tipul
Ozzg(e):AQ—f—b, AEerp(R)a bEerl(R)-

Dacd & = A0 + b, iar 0 este un estimator eficient (adica C; = 171(9)), atunci E(&) = A0 +b = « (adicd & este
nedeplasat) si avem:

g (0)"
00

Ca = AC;A' = AT (O)A' = 8%(99) 171(0)

= CRLB(a).

< n

Pentru transformarile neliniare, eficienta este mentinutd "aproximativ" doar pentru n — +oco. Aceasta inseamna
cd, pentru un volum de selectie suficient de mare, densitatea de repartitie a estimatorului 6 este concentratd in
jurul valorii reale, teoretice, a parametrului 0, adicad estimatorul este consistent.

1.5 CRLB in cazul Gaussian general

In cazul in care observatiile sunt de tip Gaussian, putem deduce o formula pentru CRLB care s& generalizeze (9).
Presupunem, pentru aceasta, cd

V ~ N(u(0),C(0), unde p(0) € Mpxi (R) si C(6) € Muxn (R).

Este evident cd media si dispersia teoretice depind de parametrul 6.

Informatia Fisher va fi:

(1(0));; = (c’?gé?)> c(9) (855)) + %tr (0_1(0)829(1-9) 0_1(0)859(]_9)> , unde (25)
9 (u(9)), 9(C0)1;  9(C0))o 9(C(9))1,
00; 00; 00; 06;
0(u(8))y 0(C(0))y; 0(C(0))yy 2(C(0))y,
oue)_ <g<9i>> o ( a(gj)) ( 8((93) o 8<0i>>
06; . 06;
0(1(6), 2(C), 9(CO),  ICO),,
00; 00, 90; 90;
Pentru situatia V ~ N (u(6), C(0)), aceasta se reduce la:
10) = (%9) c1(0) (%9) + %tr ((c—l(e)age(f)) ) , (26)

dupa cum vedem in rezultatul tehnic ce urmeaza.

12



Densitatea de repartitie a vectorului aleator de selectie este:
1 1 ¢
exp | —= (v — (@
(27)"/? \/det (C(6)) ( 3 (0= i®)
Vom utiliza urmdtoarele identitati:
Oln (det (C(9))) _1,,0C(0) . oC~1(0)
—— = =tr (O (0
90, "¢, ' 90,

unde 0C(0)/00), este matricea de tipul n x n, al cdrei element de pe pozitia (i, j) este 9 (C(0)),; /00k. Pentru a
obtine prima formula din (27), observdm, pentru inceput cd

f (U79) =

o1 (0) (v u(9))> |

c—4), (27)

Oln (det (C(&))) B 1 ddet (C(6)) 08
Cum det (C(0)) depinde de toate elementele matricei C(9),
ddet (C ddet (C(0)) 9(C(0));;  [ddet(C(0)) IC(H)*
aek z;; 9) o6, " ( ac(O) 0, ) ’ @9

unde d det (C(0)) /OC(0) este o matrice de tip nxn, al cirei element de pe pozitia (i, j) este d det (C(6)) /0 (C(0))
Am tinut cont si de identitatea matriceald tr (AB*) = >7;_, 37", A;; B;;. Din definitia determinantului,

ij

n

det (C(0)) = Z (C(0));; Msj, M € Myx, (R) este matricea cofactor si j este arbitrar in {1, 2, ..., n}.

i=1
Prin urmare,

ddet (C(0)) - . ddet (C(0))

W IGIOE (0(9))1-]- = M;;, sau, echivalent, 780(9) = M.
Pe de alta parte,

_ Mt . . odet (C(0)) _
1 _ — 1
c(9) = det (C(0)) si deci ac o) C~(0)det (C(0))

Folosim acum (28) si (29) si obtinem rezultatul dorit:

dln (det (C(0))) 1 1 oC(9) _1,,0C(6)
20, = @0 tr (C’ (0) det (C'(0)) 0, ) =tr (C’ (9) 0, ) .

Pentru cea de a doua identitate din (27), plecim de la egalitatea evidentd C~1(9)C(6) = I. Diferentiind compo-
nentele matricelor si scriind sub formd matriceald, obtinem:

oC(0) . oC—1(0)

cmi) 00y, 00y,

c@) =0,

iar concluzia rezultd imediat.
Ne preocupam acum de determinarea CRLB. Derivatele partiale in raport cu parametrii conduc la urmatoarea
forma a functiei de verosimilitate:

OnJWR0) _ _10mdet(CO) 10 (v — o)y o0) (v - ).

o0, 2 06 200,
Cum primul termen a fost evaluat in (27), ne vom ocupa de cel de al doilea:
0 1 -1 A
g (V= () ¢ 0) (v — (o)) = Mzz( 0 (C10),, (X5~ (u(6)),))

=1 ]_

s L D)), | 2(C70),
—;;{m(u(e))» o), (-5 )+

+ <8(g$))i> (@), (Xj - (“(9))j)}

v o) ¢ O %D+ (v = o) 2 v - o) - B0 (v - o)
, ul0)’ 901 (6)

B C OV = 0) + (V= () S (V = (0)).



Folosind (27) impreuna cu precedentul rezultat obtinem:

dlnf(V,0) 1 (o ()80()>+8p(9)t0

= ——tr t w
00y, 2 00y, 00y,

00y,

H0) (V — (6)) — 5 (V — u(®)) (V- u(0). G0)

Notdm acum Y := V — p(6). Pentru a determina CRLB trebuie si evaludm elementele

Oln f(V,0) dln f (V.0
(1(9))M=E< ge(k ) Jace(l )), kle{1,2,..,p}

Avem, astfel,

(160),, — itr (c—l(e) 8C(9)) r (0—1(9) 86(9)) + 1y (0—1(9)80(9)> B <Ytao_1(9)Y>

00y, 00, 2 00, 06,
opO) N/ ,0C71(0) ., 0C 1 (0)
+ a0, CHOEXYY"H)C1(9) a6, + 4E Y a0, YY a6, Y ),

toate momentele de ordin impar fiind zero. Continuand evaluarea,

IOy = i (c 19) 260 )>tr (C ) )> 1, <01(9)3C(9)> o (01(0)8()(0)>

90, 0, 5 90, 90, o
o) .y, On(®) 90C~ '(0) faC_l(O)

oulo)” o) 1y Yy v).

a6, ¢ D5 +4 90, 20,

Am utilizat (27) si faptul ca E(Y'Z) = tr (E(ZY")), pentru Y, Z € M,,«1 (R). Pentru estimarea ultimului ter-
men, folosim un rezultat furnizat de Porat, Friedlander, 1986:

E (Y'AYY'BY) = tr (AC) tr (BC) + 2tr (ACBC), undeC :=E(YY"),

iar matricele A si B sunt simetrice. In virtutea relatiei anterioare si, folosind din nou relatia (27), ultimul termen
din reprezentarea (31) devine:

e (G o) s (S5 ew) o (808_91( oo aez )

(0 10 50) b 0,

(32)

2

Inserdm (32) in (31) si obtinem rezultatul dorit.

Exemplul 1.7 Parametrii unui semnal in WGN.

L. Presupunem cii dorim sil estimdm un parametru scalar o pentru setul de date
X;=5;(0)+W;, wundeW;este WGN, i€ {0,1,...,n—1}.

Matricea de covarianti este C = —1 gi este independenti de parametrul 0, ceea ce face ca al doilea termen din (26) si fie
zero. Obtinem astfel:

o= ((%5) (5) =5 (M5) - w5 (%

ceea ce este in concordantd cu (9). Daci dorim si generalizam la cazul unui parametru vectorial al semmalului, din (25)
obtinem:

1 iy sy, (

02 =0 (99 893

v
Q
)
=
—~
)
=

(1(0));; =

IL. Daci observim X; = W, unde W; este WGN cu dispersia = o2, i € {0, 1,...,n — 1}, atunci, in conformitate cu (26),
deoarece C(a?) = 021, avem:

10) = 5 ((c—l(ﬁ)agg‘f))?) = ((;1>2> = (D) = o,




ceea ce este in concordantd cu Exemplul 1.5.

III. Presupunem datele:
X, = A+ W;, undeW,;este WGN, i€{0,1,....n—1},

iar A, mirimea (amplitudinea) curentului continuu, este o variabili aleatoare Gaussiand, de medie O si dispersie 0%
(A ~ N (0,0%)), independentii de i € {0,1,...,n — 1}. Puterea semnalului (dispersia 0%) se presupune a fi parametrul
necunoscut. Vectorul de selectie V = (Xo, X1, ..., Xn_l)t va fi, prin urmare, un vector repartizat tot normal, de medie 0
si avind matricea de covariantd de tipul n x n, ale cirei elemente sunt:

(C(02))ij = B(XiX;) =B ((A+ W) (A+W))) = 05 + 025y
Aceasta inseamnii, sub formd vectoriald,
Clo3)=031-1' 4021, unde 1=(1,1,..,1)" € M1 (R).

Aplicim acum identitatea Woodbury privind inversa unei matrice avind o anumitd structurd particulard, datd (vezi Kay
[2, Annex A1.1.3, Matrix Manipulation and Formulas]): dacd A € My xn (R) siu € My <1 (R), atunci are loc relatia:

n-1 1 ATluwutAT!

(Atwd) = A" - T

Obtinem astfel:
071(0_2):i ]_i]_'lt
AT 52 02 4+ no? .
Deoarece 9002 90 (o2
(ZA) =1-1', deducem C~'(c%) (UZA) = — ! 51 1.
aUA aO’A o° + no,

Inlocuim in (26) si avem:

1 1 ’ n 1 2 1 n 2
I(c%) = = tr - 1-1t.1.1t] = = - tr(l.lt)zi S
2 0% +no3 2 \ 0?2 +no3 2\ 0?2+ noj

adicii CRLB este
2

D () 22 (oA 7 = conen ().

Observim cd, chiar si pentru n — 400, CRLB (5%) obtinut nu poate descreste sub valoarea 20%. Aceasta se intdmpli
datoritd faptului ci fiecare datd suplimentard in esantion vine cu aceeagi valoare pentru A.

1.6 CRLB asimptotica pentru procese aleatoare Gaussiene stationare in sens larg

Uneori, in practicd, pote fi mai dificil de determinat CRLB folosind (25) datoritd necesitdtii determindrii inversei
matricei de covariantd. Desi aceasta se poate determina numeric, folosind un software matematic, exista si o
abordare alternativa, dar care poate fi aplicatd doar proceselor Gaussiene stationare in sens larg (WSS, Wide
Sense Stationary). Pentru aceasta, volumul de selectie n — +o0. Pentru procese cu densitatea spectrald de putere
(PSD, Power Spectral Density) largd, aproximarea va fi bund pentru inregistrari de date de lungime moderatd, in
timp ce procese cu banda ingustd trebuiesc inregistrari de date de lungime sporita.

Elementele matricei informatiei Fisher sunt, asimptotic, pentru n — +oo,

1/2 91p n
n/ dn Py (f,60) 91ln Py, (fﬁ)dﬁ (33)

(£(0));; = 9 12 90, 96,

unde P, (f,0) este indicatorul PSD al procesului, cu dependenta explicitd de parametrul vectorial 6 (vezi Kay
[2, Appendix 3D]). Presupunem cd E (X;) = 0, pentru fiecare 1.

Exemplul 1.8 Frecventa centrali a procesului. O problemd uzualid consti in estimarea frecventei centrale f. a unei
PSD, care, de altfel, este cunoscutd. Presupunem ci este dati:

an:(fvfc):Q(f_fc)+Q(_f_fc)+J2
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B —

1

2

FPaslf: fe)

: j\l j _A— f!' | f

1 —fc - fc ¢ 1
-5 2

1
Fig'.ll"ﬂ 2, f":min = fl f’l."m.,h - E - fz

si dorim si determindm CRLB pentru f., in ipoteza cii Q (f) si o sunt cunoscute. Putem percepe procesul ca fiind un
semnal aleator aflat intr-un WGN. Frecventele centrale posibile sunt constrinse a fi situate in intervalul [f1,1/2 — fo] .
Pentru aceste frecvente centrale, PSD-ul semnalului, pentru f > 0, se va situa in intervalul [0,1/2] . Atunci, cum 6 = f.
este un scalar, din (33), obtinem:

. 1

D*(fe) = :
=3 [ (EraGiy,

2 —1/2 8fc
Dar,
aQ(f_fc) + aQ(_f_fc)
oM Py (f,fe) _ OM(QU —f)+Q(=f—f)+0®) _ — af. ofe
a/. of. QU —f)+Q(=f —fo) +o*

care, fiind o functie impard in raport cu f, conduce la:

V20 Py ()N 0 o (M2 (0 P (F, )\
[ () = [ ()

De asemenea, pentru f > 0, Q(—f — f.) = 0, iar derivata sa va fi egald cu zero in virtutea celor discutate privind
restrictiile. Rezulti ci:

. 1 1
D%*(f,) > =
7 n/1/2<8Q(f—fc)/8fc)2df n/1/2(—8Q(f—fc)/3(f—fc))2df
0 Q(f — fo) + o2 0 Q(f — fe) +o?
1
= 5 d = — Je-
n/l/Q—fc <_8Q(f/)/8f/>>2dfl unde f f f
—f Q(f') +o?

Dar 1/2 — fo > 1/2 — fe.... = fasi —fc < —fenin = —Jf1, putind astfel schimba capetele de integrare in intervalul
[-1/2,1/2]. Obtinem:

) 1 1
D*(fe) 2 —75 — =

LR o (e
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Daci considerdm, ca un caz particular,

2
Q(f) :=exp (—; (f> ) , undeoy < 1/2,

atunci Q (f) > o2 si avem, asimptotic,

. 1 1204

2 _ f

D(fe) 2 —73 T
-1/2 O'f

Latimi de bandi mai mici decit ot vor conduce la limite inferioare de mdirginire mai joase pentru frecventa centralii deoarece
PSD-ul se modificd mai rapid odatd cu schimbdirile lui f..

1.6.1 Exemple privind procesarea semnalelor

Aplicam teoria deducerii CRLB pentru cateva probleme de interes privind procesarea semnalelor: estimarea ariei
de acoperire, estimarea pozitiei fintei (sonar, radar, roboticd), estimarea frecventei (sonar, radar, econometrie, spec-
trometrie), estimarea parametrilor autoregresivi (teoria limbajului, econometrie).

Exemplul 1.9 Estimarea range-ului (raza de actiune). Un radar emite un semnal de tip puls. Timpul total al traseului
semnalului de la emitditor la tintd si tnapoi va fi notat cu T i este dependent de range (R) prin formula 7o = 2R/c, unde c
este viteza sa de propagare. Estimarea range-ului este deci echivalenti cu estimarea timpului de intoarcere a semnalului la
sursa emitentd. Dacd s (t) este semnalul transmis, un model simplu pentru unda continud receptionati este:

x(t)=st—710)+W(E), tel0,T].

Presupunem ci pulsul transmis este diferit de zero pe [0, T}] si este limitat la o lifime de bandi de B Hz. Dacil intdrzierea de
timp pand la receptionarea semnalului revenit este T, , atunci intervalul de observare trebuie ales astfel tncat si includi
intregul semnal, adici T = T + 1o,,,,,.. Zgomotul pe sistem este de tip Gaussian, cu PSD-ul si autocorelatia (ACF-ul -
corelatia unui semnal cu o copie intdrziatd a sa, ca functie de intdrziere. Informal, este similaritatea dintre observatii, in
functie de intervalul de timp dintre ele) ca in Figura 3.

P5D pentru W ACF pentru W

No/2 sin2nr B

2nrB

EARTI {TI_I = ﬂ.ru B

_B B F (Hz) N
1 _L 1
Figura 3. 2B 2B E

Limitarea de bandi a zgomotului rezultd prin filtrarea undei la ldtimea de bandi a semnalului de B Hz. Pentru egantioanare,
considerdm A := 1/(2B), iar datele observate vor fi:

Xin :S(iA—T0)+W(iA), 1€ {0,1,...,77,—1}.
Notim cu X; si W; elementele selectiei si construim sirul de date discret:
Xi :S('L‘AfTO)‘i’Wi. (34)

Mentiondm ci, pentru fiecare i, W; sunt WGN deoarece observatiile sunt separate de kA = k/ (2B), care corespunde
zerourilor functiei ACF a lui W (t), dupid cum se observi in Figura 3. De asemenea,

DQ(WZ') = 0'2(: T™WW (0)) = NOB.
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Deoarece semnalul este nenul doar pe intervalul 7o < ¢t < 19 + T, modelul (34) se reduce la:

W; 1<i<ig—1,
X, = s(EA —To) + Wi, dg<i<ig+M-—1, (35)
W; 1o+ M <i1<n,

unde M este lungimea semnalului esantionat, iar ig = 19/ reprezintd intdrzierea, in esantioane. Pentru simplitate, se
presupune A mic astfel tncdt 7o/A sd poatd fi aproximat cu un intreg. Cu aceastd formulare, putem aplica (9) pentru
evaluarea CRLB:

2 2 2 2

D2(5 < o _ o _ o _ o
(7o) = nol g 2 o+ M—1 . 2 g+ M—1 2 M-1 27
Z S (27 T()) Z Os (ZA — 7'0) Z ds (t) | ) Z ds (t) | )
—0 87’0 — 870 — dt f=if=o =0 dt t=ia
1= i=1g i=1g i=

deoarece 19 = igA. Cum A este suficient de mic, aproximam suma cu o integrald si obtinem:

2 No/2
D*(79) > T ’ = o/ , deoarece A =1/(2B) sio® = NyB. (36)
l/ : (ds (t)

)th /OTS (s (1)) dt

Cum energia poate fi reprezentatd integral, £ = fOT‘“ 52 (t) dt, inegalitatea (36) se poate scrie, sub formdi echivalentd,

Ts

[ wra

D?(7) > z , unde F?=-0
0 0

F2 este o misurd a lifimii de bandi a semnalului. Cu cit este mai mare aceastd cantitate, cu atdt mai micd va fi CRLB.

1

Exemplul 1.10 Estimarea parametrului vectorial al semnalului sinusoidal. [n multe aplicatii se pune problema
estimdrii parametrilor unui semnal de tip sinusoidal. Sonarele si mecanismele de tip radar pot cataloga semnalul observat
ca fiind unul de tip sinusoidal. Ne punem problema determindrii CRLB pentru amplitudinea A, frecventa fo si faza ¢ a
unui curent sinusoidal intr-un WGN. Datele sunt de tipul:

X; = Acos(2nfoi+ ¢) + Wi, i=0,1,...,n—1,
unde A > 0510 < fo < 1/2. Deoarece avem mai multi parametri necunoscuti, folosim formula:

n—1
1 Osy, (0) Osy (0)

k=0

pentru 0 = (A, f0,¢)t.

Pentru evaluarea CRLB, presupunem ci fo nu este in vecindtatea lui 0 sau 1/2, fapt ce ne permite s utilizim aproximdirile
urmdtoare (vezi Stoica, P.; R.L. Moses; B. Friedlander; T. Soderstrom, Maximum Likelihood Estimation of the Parameters
of Multiple Sinusoids from Noisy Measurements, IEEE Trans. Acoust., Speech, Signal Process., Vol. 37, pp. 378-392,
March 1989):

n—1 n—1
1 . . 1 : .
ﬁ E k" sin (47Tf01€ + 2QJ)) ~0 st W E k' cos (47Tf0k‘ + 2@5) ~0, 1€ {0, 1, 2}
k=0 k=0
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Folosind aceste aproximdri si notind o := 27 foi + ¢, avem:

n—1 n—1
1 , 1 1 1 n
1(0), = ;ZCOS a= ﬁz <2 + 20052a> N 53
k=0 k=0
n—1
1 A
1(0));, = fEZQAﬂkcosasina = f%ksin2a ~ 0,
k=0
1 n—1 A n—1
(1(6)),3 = —;ZAcosasinoz = —@Z sin2a = 0,
k=0 k=0
n—1 2n—1 2n—1
1 2 A 1 1 2 A
(1(6))yy = —2ZA2 (27k)* sin® o = ( 772) Zk2 — — —cos2a | & QZ}&,
o o 2 2 20
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
1 A?
(I(0))y; = EZAmk sin? a ~ ”72 k,
k=0 k=0
1 nA?
(1(8)s3 = EZ‘LP sin? a & 297
k=0
Matricea informatiei Fisher este:
> 0 0
n—1 n—1
242 2 2
P oAy Kk wAY k
o2 k=0 k=0
n—1
A2
0 wAY R T
k=0
Obtinem astfel marginile inferioare:
. 202 . 12 ‘ o 2(2n—1)
D?*(A) > —, D*(fo) > i DY) > 1L 37

unde n := A%/ (202) este coeficientul SNR (signal-to-noise ratio) al semnalului.

Exemplul 1.11 Estimarea mentinerii tintei semnalului. [n problemele de localizare, este importantd estimarea modului
in care este identificatd pozitia unei tinte. Presupunem campul acustic de presiune fiind format dintr-un sir de senzori
plasati echidistant si cd tinta radiazi un semnal de tip sinusoidal de forma A cos (2w Fyt + ¢) . Semnalul receptionat de
senzorul cu indicele i este A cos (2 Fy (t — t;) + ¢) , unde t; este timpul de propagare pand la senzorul indicele i. Asa cum
se observil in Figura 4, distanta temporald a frontul de undd la senzorul marcat cu i — 1 diferd fatid de cea de la senzorul
marcat cu i prin d cos 3/ c, datoritd distantei suplimentare de propagare.

Frontul planar de unda

M-1

Figura 4.
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Prin urmare, timpul de propagare pand la senzorul i este:
d
t; =to—i—cosfB, i€{0,1,..M —1},
C

unde to este timpul de propagare pand la senzorul cu indicele 0. Semnalul observat la senzorul cu indicele i este

s; (t) = Acos <27TF0 (t —to+ zg cos B) + ¢> .

“ "

Dacii se realizeazil o singurd “fotografie” a datelor, adicd ne intereseazd doar informatia de la un moment fixat t,

s; (ts) = Acos (27r <Fo(ci cos B) i+ d)') , unde ¢ =¢+2nFy(ts —to). (38)

Sub aceastd formd, este clar ci obsevatiile spatiale sunt de tip sinusoidal, cu frecventa fs = Fy (d/c) cos B. Presupunem, de
asemenea, cii datele furnizate de senzor sunt perturbate de cite un zgomot Gaussian de medie 0 si dispersie o2, zgomote ce
sunt independente stochastic de la un senzor la altul. Datele esantionului vor fi modelate prin variabilele de selectie:

X; = si(ts) + Wi, Wieste WGN, pentrui e {0,1,2,..,.M —1}.

Deoarece, de requlid, A, ¢, 3 sunt parametri necunoscuti, se pune problema estimdrii parametrilor { A, f, ¢’} din (38), ca
in Exemplul 1.10. Odatii ce am determinat CRLB pentru acestia, putem folosi formulele pentru transformarea parametrilor.
Transformarea este 6 = (A, fs, ¢’ )t :

A A 1 0 0
0 (0) = _ (<t - 99(0) _ __ ¢
a=g(0) = ﬁ/ = | arccos ( 2} d) ,  cu Jacobianul 50 = 0 Fodsin
¢ & 0 0 1

in conformitate cu (24), avem:

ag(0) 1, 99(0)"
(C@aef (G)W )2220.

Forma diagonald a Jacobianului implicd:

D(f) > (53,;;’) (17 0),
Fromula (37) afirmd cid (11 ()),, = 12/ {(2%)2 nM (M? — 1)} si, prin urmare,
12 c? _ 12
(2m)2nM (M? — 1) F3d?sin® 3 (27T)2nMM+1 (L)QSmgﬁ

D*(B) > : (39)

M—-1\ A

unde A = ¢/ Fy este lungimea de undi a valului propagant planar si L = (M — 1) d este lungimea sirului de senzori.
Estimarea este cel mai ugor de realizat daci 8 = w /2 si imposibil de realizat daci 5 = 0.

2 Estimatori nedeplasati de varianta minima (estimatori MVU)

2.1 Introducere

Am observat c&, in evaluarea CRLB, obtinem uneori un estimator eficient si, In consecintd, acesta este nede-
plasat si de dispersie (variantd) minima. Dacd, in schimb, nu exista un estimator eficient, se poate formula totusi
problema existentei si identificdrii unui estimator MVU. Pentru a realiza acest obiectiv, introducem conceptul de
statistici suficiente si, ca instrument de lucru, Teorema Rao-Blackwell-Lehmann-Scheffe. Avand la dispozitie aceasta
teorie, este posibil, in multe situatii, determinarea unui estimator MVU prin simpla studiere a densitatii de repar-
titie a caracteristicii studiate. Vom defini notiunea de statisticd suficienta ca fiind o statisticd care sumarizeaza
datele, in sensul cd densitatea de repartitie a datelor nu mai depinde de parametrul necunoscut. Teorema de
factorizare Neyman-Fisher ne va permite sa gasim statistici suficiente prin examinarea densitdtii de repartitie.
Estimatorul MVU se poate determina prin gasirea unei functii avand ca argument statistica suficientd, functie
ce este un estimator nedeplasat. Pentru utilizarea apoi a Teoremei Rao-Blackwell-Lehmann-Scheffe trebuie sa
asigurdm faptul cd statistica suficientd este completd, in sensul cd existd o unicd functie avand-o ca argument ce
este estimator nedeplasat.
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2.2 Statistici suficiente

Problema estimadrii nivelului A a unui curent continuu situat intr-un WGN revine la a aradta cd media de selectie
n—1

>_Xi

i=0

este un estimator MVU, de dispersie o2 /n. Dacd, pe de alti parte, am fi ales A = X, drept estimatorul ciutat,
este evident faptul c3, desi A este nedeplasat, dispersia sa este mult mai mare (este o) decat minimul precedent.
Intuitiv, performanta sa slabd este un reultat al renuntarii la variabilele de selectie X1, X, ..., X;,_1, ale cdror
realizdri inmagazineaza informatii privind parametrul A. Se poate formula astfel intrebarea "care esantioane
sunt relevante pentru problema estimarii". Urmétoarele multimi de date pot fi considerate a fi suficiente pentru
determinarea estimatorului A :

A=X=

S|

Sl - {'r07x17"~$n—1}

SQ = {LE0+LE1,I2,I’3,...,IH_1}

n—1
S3 = {Zi_o l‘v} :

unde, pentru fiecare i, z; sunt datele observate, corespunzatoare variabilei de selectie X;. Multimea S; reprezinta
multimea originald de date, care, asa cum este de asteptat, este suficientd pentru problema estimarii. Cum si Ss si
S3 sunt si ele suficiente, aratd cd existd mai multe multimi suficiente de date. Acea multime care contine numarul
minim de elemente se numeste mulfimea minimald. Dacd privim acum elementele acestor multimi drept statistici,
spunem cé cele n statistici ale multimii S; sunt suficiente, la fel si cele n — 1 statistici ale multimii S, la fel si
unica statisticd a multimii S5. Aceastd unica statisticé, Z?;Ol X, pe langa faptul ci este statisticd suficientd, este
chiar statistica suficientd minimald. Pentru estimarea parametrului A, odatd ce stim Z?;OI X;, nu mai avem nevoie
de datele (valorile) individuale ale fiecirei variabile de selectie, deoarece toate informatiile au fost incapsulate
in statistica suficientd. Pentru a intelege ce am spus prin afirmatia anterioard, considerdm densitatea vectorului
aleator de selectie (adicd functia de verosimilitate):

=0

ﬁ(vrA>f@uA>Chmiyﬂgemo<2i2§j<xif®2> (40)

si presupunem ci au fost observate datele 7' (v) = Y7 'z; = T,. Cunoasterea valorii statisticii >/ X; va
schimba densitatea de repartitie in cea conditionata:

f (vIZi e = To, 4)),

care acum furnizeazd densitatea de repartitie a observatiilor dupa ce statistica suficientd a fost observatd. Deoarece
statistica este suficientd pentru estimarea parametrului A, aceastd densitate conditionatd ar trebui sa nu depinda
de parametrul estimat, A.Dacd ar depinde, ar trebui informatii suplimentare asupra lui A.

Exemplul 2.1 Verificarea unei statistici suficiente. Considerim densitatea vectorialil de repartitie dati de (40). Pentru
a ardta cd Z?;OIXi este o statisticd suficientd, trebuie si determindm f (v|T (v) = Ty, A), unde T (v) = Z?golxi. Din
definitia densitatii conditionate, avem:

f,TW) =T,A) [f,A)i(T () -T)

J|T (v) =Ty, A) = F(T (v) = To, A) - (T w)=Ty,A) &

Pentru obtinerea relatiei (41), am avut in vedere faptul ci T (v) este dependentd functional de v, deci densitatea comund
f (v, T (v) =Ty, A) este nenulid doar atunci cind v satisface T (v) = Ty. Densitatea comuna (numdritorul fractiei) va fi
deci f (v, A) § (T (v) — Ty) , 6 fiind distributia Dirac. Deoarece T (v) ~ N (nA,no?) , avem:

n—1
F0,A)6(T (v)—Ty) = (212)n/2exp <_2;Z (z; — A)2> 5 (T (v) —To)
o i=0
= 127,1/2 exp <—212 <fo —2AT (v) + nA2>> 0 (T (v) — Tp)
(2mo?) o\
= ﬁe){p (-212 (Zw? — 2AT, + nA2>> 5 (T (v) —Tp).
(270?) o\
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Din (41),

1 1= 1
5 ex — Y a ’I'2 ex ——al— n 2
(27702)"/2 p( 202; ) p( 2(72( 2ATo+nA ))
1 1 e
V2mno? exp(72”02( b >
n—1
Vi = 73
i=0

cantitate care nu depinde de A. Concluzionam ci Z?:_OIXi este o statisticd suficientd pentru estimarea parametrului A.

fOIT (v) =To, 4) =

6 (T (v) = To)

Acest exemplu indicd o metodd pentru a verifica ci o statistica este suficients. Insd, in multe situatii, pro-
blema determinadrii densitatii conditionate este dificild si, prin urmare, este nevoie de o abordare mai usoara.
De asemenea, in general, o altd chestiune, chiar mai importantd, care trebuie avutd in vedere, este identificarea
potentialei statistici suficiente. Un instrument important care ne permite rezolvarea acestei ultime chestiuni este
reprezentat de Teorema de factorizare Neyman-Fisher.

Prezentam, pentru inceput acest rezultat, dupad care, il vom folosi pentru identificarea statisticilor suficiente
in cadrul catorva exemple reprezentative.

Teorema 2 (Teorema de factorizare Fisher-Neyman pentru parametru scalar) Dacid putem factoriza densitatea de
repartitie
f(v,0) =g (T (v,0)) h(v), (42)

unde g este o functie dependentd de v doar prin intermediul lui T' (v) , iar h este o functie dependentd doar de v.atunciT (V')
este o statisticd suficientd pentru parametrul 6. Reciproc, dacd T (V') este o statistic suficientd pentru 0, atunci densitatea
de repartitie a vectorului aleator de selectie (adicd functia de verosimilitate) poate fi factorizatd precum in formula (42).

Demonstratie. Considerdm densitatea de repartitie comund (vectoriald) f (v, T (v), ). Pentru evaluarea acestei
densitdti, mentiondm cd 7' (v) este dependentd functional de v. Prin urmare, densitatea comund va fi zero atunci
cand este calculatd in v = vy, T (v) = T cu exceptia cazului cAnd T (vg) = Tp. Avem astfel

f(U,T(’U) :T079> :f(vvg)é(T(v)_TO)ﬂ

formuld ce va fi utilizatd in cadrul demonstratiei teoremei.

Un al doilea rezultat de care ne vom folosi constd in modul de a reprezenta densitatea de repartitie a unei
functii ce depinde de mai multe variabile aleatoare. Astfel, dacd Y = ¢ (X), unde X este un vector aleator
n—dimensional, iar g : R" — R, atunci densitatea de repartitie a variabilei aleatoare Y poate fi scrisa astfel:

fo)= [~ [ rsw=gw)d )

Aceastd reprezentare este echivalentd cu formula clasicd a transformdrii variabilelor aleatoare. Dacéd, de exemplu
X este o variabil3 aleatoare 1—dimensionald, atunci

k

=g @) = 3

T ———, unde {z1,..,7;} suntsolutiile ecuatieiy = g ().

Dacd inlocuim aceastd formuld in (43) obtinem formula clasicd de transformare a variabilelor aleatoare.
Demonstram acum, pentru inceput, ca T' (v) este o statisticd suficientd, atunci cdnd formula de factorizare are
loc. Avem, datoritd formulei de factorizare aplicatd pentru deducerea ultimei egalitati,

f0,Tw) =T,0)  f(v,0)6(T(v)=To) g(T(v)=To,0)h(v)d(T (v) =To)
f(T (v) = To,0) fA(T (v) = To,0) ST (v) = To,0)

Dar, in conformitate cu (43),

fIT (v) =To,0) =

(44)

Fr@=100) = [ [ f@0s@@ =Tyt~ [ [ §T0) =0k @5 @) =Ty do

— 9@ =T00) [ [ h@)S@ )~
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Ultima egalitate din formula anterioara are loc deoarece integrala este zero pe complementara suprafetei din R"
pentru care T' (v) = Ty. Pe aceastd suprafatd, g este constantd. Inserdm formula obtinutd in (44) si rezulta:

5(T() To)

/ / —Tp) dv 7

formula ce nu depinde de parametrul 6. In concluzie, T (V') este o statistica suficienta.
Pentru cea de a doua parte a teoremei, ardtdm cd, daca 7' (V') este o statisticd suficientd, atunci formula de
factorizare trebuie sd aibd loc. Considerdm densitatea de repartitie comuna

f,T(v) =T0,0) = f (v|T (v) = To,0) f (T (v) = To, 0) (45)

si subliniem faptul ca f (v,T (v) =Tp,0) = f(v,0)0 (T (v) —Tp). Deoarece T (V') este o statisticd suficients,
densitatea conditionatd nu trebuie sd depinda de parametrul 6 si, prin urmare, o putem scrie ca f (v|T (v) = Tp) -
Acum, deoarece avem T (v) = Ty (ceea ce reprezinté o suprafatd din R"), densitatea conditionata este nevida
doar pe aceastd suprafati. Notam f (v|T (v) = Tp) = w (v) 6 (T (v) — Tp) , unde

/ / (v) = Tp) dv = 1. (46)

f(0,0)5(T (v) = To) = w (v) (T (v) = To) f (T (v) = To, 0) (47)

)

VT s e

astfel Incat (46) s fie satisfacutd. Reprezentarea (47) devine:

T() To)

VT Lo

f(v,0)=g(T (v) =To,0)h(v), unde g¢(T (v)=To,0)

[T (v) =To,0)

Obtinem, din (45),

Definim acum

f(v,0)6(T

f(T(v):To,H),

sau, echivalent,

f(T() T
/ h(0) 6 (T (v) — To) do

Scrisd sub aceastd formd, densitatea de repartitie a statisticii suficiente poate fi determinatd cu ajutorul formulei
de factorizare, deoarece

(T (v) =To,0) = g(T (v) =To,0 / /n —Tp) dv.

Demonstratia este, in acest moment, incheiats.

Trebuie mentionat faptul cd, uneori, nu este evident faptul cd densitatea de repartitie poate fi factorizata sub
forma doritd. In aceste situatii, este posibil sd nu existe o statistica suficientd. Prezentdim in continuare citeva
exemple in care utilizdm instrumentul teoretic prezentat anterior.

Exemplul 2.2 Mdrimea unui curent continuu aflat intr-un WGN. Reexamindm problema discutatd in exemplul prece-
dent. Densitatea era datd de formula (40), unde o® era presupus a fi cunoscutd. Pentru a demonstra cd existd o factorizare,
observiam cd:

n—1 n—1 n—1
Z (z; — A)? = Zw? - QAZSCZ' +nA?
i=0 i=0 i=0

ceea ce face ca densitatea si poatd fi factorizatd astfel:

n—1 n—1
1! ! 2 _ 4 L o
f(U, A) = W exp ( ﬁ (nA 2A;$1>>6Xp ( 952 i_0$i> .

—:9(T(v),A) =:h(v)

Este evident cii T' (V') este o statisticil suficienti pentru parametrul A. Observim caT' (V) = 237", ' X2 este, de asemenea,

o statisticd suficientd pentru A. Mai mult, se poate arita ci orice functie bijectivid ce are ca arqument pe Zi:o X este o
statisticd suficientd pentru A. Prin urmare, statisticile suficiente sunt unice pand la o transformare bijectivd.
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Exemplul 2.3 Puterea unui WGN. Considerdm acum densitatea datii de (40), cu A = 0 gi dispersia o fiind parametrul
necunoscut. Avem astfel,

9 1
f(U,G)ZWQXp< % QZJC) 1=g(T(v),A)h(v).

Din Teorema de factorizare, se poate arita ciT (V) := Y i, ' X2 este o statisticd suficientd pentru parametrul o2. Pentru
aceasta, se aratd ci f (U|Z?;le? =Ty, 02) nu depinde de o®, plecind de la faptul cif densitatea de repartitie a variabilei
aleatoare

Z

:O

adicd  fg (x) = exp (—s/2) 8" 120y

TG

Exemplul 2.4 Parametrul fazei unui curent sinusoidal. Reconsiderdm Exemplul 1.4, in care dorim si estimdm para-
metrul fazei unui curent de tip sinusoidal aflat intr-un WGN:

X :ACOS(27Tf07;+¢))+W7;, 1€ {0,1,7TL—1}

Presupunem amplitudinea A gi frecventa fo,precum si dispersia o a zgomotului alb cunoscute. Densitatea comuni (functia
de verosimilitate) este:

(2m12)n/2exp< 9% QZ — Acos (27 foi + ¢)) )

ity n-l n—1
1 1 . |
= W exp (_M <Zﬂs% - ZAZasi cos (27 foi + @) + ZAQ cos? (27 foi + ¢)>>

f (v, 9)

i=0 i=0 =
n-l — n—1
1 1 . . .
= chp (— 952 <Z$? — 24 (Z ; cos (27 fot) ) cos ¢ + 24 ( E T s1n(27rfoz)> sin ¢
=0 =0 =

n—1
+ZA2 cos? (27 foi + qb))) .

=0

In acest exemplu nu apare faptul cd densitatea este factorizabilid asa cum este nevoie in Teorema Neyman-Fisher, adicd nu ar
exista nicio statisticd suficientd pentru parametrul fazei, ¢. Cu toate acestea, putem scrie sub forma factorizatid urmitoare:

f (v ¢)
1 1 n—1 ) ne1
= W exp <—%‘2 (ZA2 cos® (27 foi + @) — 2AT) () cos ¢ + 2AT, (z) sin (j)) ) exp <_W %2) 7

i=0 =0

=:9(T1 (v),T2(v),9) =:h(v)

unde

n—1 n—1
= Zml cos (27 fo1) si T5 (v) := sz sin (27 foi) .
i=0 1=0
O generalizare a Teoremei Neyman-Fisher afirmd ci (T1 (V') ,Ta (V') sunt, ca pereche, statistici suficiente pentru para-
metrul ¢, fird a exista insi o statisticd suficientd singulard. Motivul pentru care ne vom restrange atentia doar asupra
statisticilor suficiente singulare va fi clarificat in sectiunea urmdtoare.

Conceptul de statistici suficiente grupate trebuie privit astfel. Spunem ci r statistici 7y (V') , T2 (V) , ..., T, (V)
formeazai o statistica suficientd grupatd dacd densitatea conditionatd f (v, T3 (v), T (v),..., T (v), ) nu depinde
de 0. Generalizarea Teoremei Neyman-Fisher spune cd, dacd densitatea comunad (a vectorului aleator de selectie)
f (v, @)poate fi factorizatd sub forma (cititorul interesat poate consulta Kendall, Stuart [4]):

f(0,0)=9(T1 (v), T2 (v), ..., T (v) ,0) h(v), (48)
atunci r—uplul {77 (V'),T5 (V) ..., T, (V) } formeazi o statisticd suficientd grupatd pentru parametrul 6.

Observatia 2.1 Este evident faptul cd datele observate furnizeazi intotdeauna o astfel de statisticd grupatd deoarece, daci
stabilimr = nsi T,41 (V) = X;, 0 = 0,1, ...,n — 1, atunci putem alege g = f (v,0) si h = 1, iar conditia (48) va fi
identic satisfacutd. Desigur, foarte rar, ele formeazd multimea minimald de statistici suficiente.
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2.3 Utilizarea suficientei in determinarea estimatorilor MVU

Presupunand cd am reusit sd determindm o statistica suficientd T' (V') pentru parametrul ¢, putem utiliza apoi
Teorema Rao-Blackwell-Lehmann-Scheffe (Teorema RBLS) pentru a gasi un estimator MVU. Prezentdm, pentru in-
ceput, un exemplu care sa ilustreze abordarea problemei, dupd care vom introduce cadrul teoretic de lucru.

Exemplul 2.5 Mdarimea curentului continuu in WGN. Vom continua analiza Exemplului 2.2. Desi deja am obfinut
faptul ci A = X este un estimator MVU (deoarece este eficient), utiliziim acum Teorema RBLS, care poate fi folositd
chiar si atunci cAnd nu existd un estimator eficient, deci metoda CRLB nu este viabild. Procedura pentru determinarea
estimatorului MVU, A, poate fi aplicatii in doud moduri. Ambele se bazeazi pe statistica suficientd T (V') = Z?;OlXZ— :

1. Gdsim orice estimator nedeplasat al parametrului A, si presupunem A = Xo, si determindm apoi A = E (A|T) .
2. Determindm o functie g astfel incat A = g (T) este un estimator nedeplasat pentru parametrul A.

Pentru prima abordare putem pleca de la estimatorul nedeplasat A = X si determinam A = ]E(XO|Z'§L:_01Xi). Pentru
a realiza aceasta avem nevoie de cteva proprietdti ale densitdtii conditionate Gaussiene. Astfel, pentru un vector aleator
Gaussian (X,Y)", cu media pn = (B (X),E (Y))" si matricea de covarian

oo D?*(X) cov(X,Y)
_<cov(Y,X) D2 (Y) )

densitatea de repartitie este

t
1 1({ z—E(X) z—E(X)
Joery @) = ——g—exp | = o
o) (0) = o () 2\ y-E(V) y—E(Y)
Densitdtile conditionate f (x|y) si f (y|x) sunt, de asemenea, Gaussiene si au loc urmitoarele formule pentru media si
dispersia conditionati (demonstratiile pot fi studiate in Kay [2, Theorem 10.1 si Theorem 10.2]):

Heo Heo x cov
E(X]Y) = / xf(m|y)dx:/ dex:E(X)+D§‘Z’/§/)(Y—E(Y)).
> o (49)
9 _ 9 cov? (X,Y)
D?*(X]Y) = D?*(X)- D)

n—1

Aplicdm acum aceste formule pentru variabilele aleatoare X = XosiY = Y. 7 X;. Observim, de asemenea, ci:

Xo

<X> Xo (100---0) X,

== n—1

% , 11 1 - 1 :
>, Xi :

=:L Ahfl

Prin urmare,
(X,Y) ~N (1, C), unde

A 11
pw=LE(X)=LAl= si C =o?LL! = o* ,
nA 1 n

deoarece reprezintd o transformare liniard a unui vector aleator Gausian. Formula (49) conduce la

2

n—1 n—1
. o 1
A:E(X|Y):A+W<E Xi—nA>:n§_0Xi7

=0

care este un estimator MVU. Aceasti abordare, care presupune evaluarea mediei conditionate, este, de requli, greu aborda-
bild din punct de vedere matematic.
In ceea ce priveste cea de a doua abordare, trebuie si gisim o functie g astfel incit

sd fie un estimator nedeplasat pentru A. Daci considerdm g (z) = x/n, obtinem imediat un estimator MVU. Aceastd
metodd este mai usor de aplicat si este mai des utilizatd in practicd.
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Teorema 3 (Rao-Blackwell-Lehmann-Scheffe, cazul scalar) Daci 0 este un estimator nedeplasat pentru parametrul
0 si T (V') este o statisticd suficientd pentru 0, atunci § = E (0T (V') este:

1. un estimator valid pentru 6 (adicid nu depinde de 6);
2. nedeplasat;

3. de dispersie mai micil sau egaldi cu dispersia lui 0, pentru toti 6.
In plus, daci statistica suficientd este completd, atunci @ este estimatorul MVU.

Demonstratie. Vom analiza cazul parametrului 1—dimensional, . Pentru a demonstra (1) , observam ca:

0=E(0|T(V / 6 (v) f (T (v),0)dv (50)
R’V‘L
Din definitia unei statistici suficiente, f (v|T" (v),0) nu depinde de 6, ci de v si de T' (v) . Prin urmare, in urma

integrdrii, rezultatul va fi o functie de T' si nu va depinde de 6.
Pentru punctul (2), adici 6 este nedeplasat, din (50) si din faptul ci 6 este dependent doar de T, avem:

[ [ pwiere.oa@w.oa= [ [ oo [ f(v\T(v),H)f(T(v),ﬂ)dev

/ [ 0(v) f(v,0)dv=E(f) =6 deoarece § este estimator nedeplasat.
Rﬂ.

E(9)

Pentru a demonstra punctul (3), si anume c& D*(f) < D? (), proceddm astfel:

D2 (0) =5 ((0-50)) =B ((0-0+0-0)") = ((9-0)") +28((6-0) (1-0)) + D)

Stim ci 6 este o functie ce depinde doar de 7. De aici rezultd ca:

By g ((é - é) (é - 9)) — BBy ((é - é) (é - 9)) — BBy (é - é) (é - 9) Er <E9‘T (é@ ) (9 9)

Am obtinut astfel rezultatul dorit, adica
D%(0) = E((6 — 0)%) + D*(9) > D*(9).

O statisticd este completd dacd existd o singura functie ce depinde de statisticd si care este nedeplasatd. Justificdim
acum cd § = E (9|T (V)) este estimatorul MVU. Considerdm toti estimatorii nedeplasati ai lui . Determinand
E (6T (V)) putem micgora dispersia estimatorului (punctul (3)) si rimanem in clasa estimatorilor admisibili
(punctul (2)). Dar E (9|7 (V')) este o functie ce depinde doar de statistica suficientd T (V') deoarece

O=B(ET (V) = [+ [ 8) 5 @7 @) dB=g(T () gy

Daca T (V) este complet, existd doar o singura functie de T ce este estimator nedeplasat. Prin urmare, § este
unic, independent de  ales din clasa estimatorilor nedeplasati. Fiecare § va furniza acelasi estimator §. Cum
dispersia lui 6 este mai mica decat dispersia oricirui estimator 8 din clasi (punctul (3)), rezults ci 6 este estima-
torul MVU. Sumarizénd, estimatorul MV U se poate obtine considerand orice estimator nedeplasat si aplicandu-i
transformarea data de (51). Alternativ, cum existd o unicd functie dependentd de statistica suficientd ce duce la
un estimator nedeplasat, este suficient sd o identificdim. Demonstratia este incheiata.

Pentru ultima afirmatie din Teorema 3, am vizut in Exemplul 2.5 c& g(327— X;) = 37" X, /n. Proprietatea
de completitudine depinde de densitatea de repartitie a vectorului de selec’gle V, ce determma densitatea sta-
tisticii suficiente. In general, este dificil de aratat ci o statistica suficients este completd, un studiu detaliat al
acestei problematici putand fi analizat in Kendall, Stuart [4]. Vom prezenta in continuare doud exemple, pentru
a familiariza cititorul cu conceptul de completitudine al statisticilor suficiente.
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Exemplul 2.6 Completitudinea statisticii suficiente. Pentru estimarea parametrului A, statistica suficientd T =
Z?:_OIXi este completi, in sensul cd existd o unicd functie g pentru care E(g(T)) = A. Presupunem, prin reducere la
absurd, ci ar mai exista incd o functie h, cu aceeasi proprietate: B(h(T')) = A. Rezulti deci ci

E(g(T)—h(T))=A—A=0, pentrutoti A.

Deoarece T ~ N (nA,no?) , eglitatea de mai sus inseamni:

+oo
[m u (T) \/ﬁ exp (27110_2 (T — nA)2) dT = O, pentru tOtl A,

unde am notat w (T) = g (T") — h (T') . Dacd notam 7 = T /n si w! (1) = u (n7) , avem:

Foo n n 9
" (A-— = | A 2
[m wl (7) s eXp( 5,2 ( T) )dT 0, pentru tofi A, (52)

formuld care reprezinti convolutia functiei w (1) cu un puls Gaussian, w (7). Cum egalitatea (52) are loc pentru tofi A,
w! (7) trebuie si fie identic zero. De aici rezultid ci 0 = w (nt) = g (nT) — h (n7) , pentru orice T, adicid g = h.

Exemplul 2.7 Lipsa de completitudine a statisticii suficiente. Consideridm estimatorul lui A dat de:

11
XO =A+ Wo, unde WO ~U (—2,2> .

O statisticd suficienti este X, furnizand unica datd disponibild si, prin urmare, X, este un estimator nedeplasat pentru
A. Am putea concluziona cid g (Xo) = Xo este un candidat viabil pentru estimatorul MVU. Ar trebui verificat cd este o
statisticd suficientd completd. Similar exemplului anterior, presupunem ci existd tnci o functie h ce verificd B (h (X)) = A
si tncercdm si ardtam cid h = g. Notdm iar w (T') = g (T') — h (T') si cdutdm posibilele solutii v pentru ecuatia:

+oo
/ w(T) f(v,A)dv =0, pentrutoti A.

—0o0

Pentru acesti problemd, V = Xo = T si rezultd

+o0 A+1/2
/ uw(T)f(T,A)dT =0 <= u(T)dT =0, pentru tofi A,
—o0 A—-1/2

deoarece
1, A-1/2<T<A+1/2

0, 1in caz contrar.

f(TaA):{

O solutie a ecuatiei de mai sus este v (T') = sin (2xT) , iar de aici rezultd cd sin (27T) = g (T) — h (T) , sau, echivalent,
h(T) = g(T) — sin (2xT) . Obtinem astfel ci estimatorul

A= Xo — 2sin (27TXO)

este, de asemenea, bazat pe statistica suficientd gi este un estimator nedeplasat pentru parametrul A. Cum am gdsit cel
putin tncd un estimator nedeplasat ce e functie de statistica suficientd, putem concluziona cd statistica suficientd nu este
completd. Teorema RBLS nu mai poate fi aplicatii si nu putem trage concluzia ci A = X, este estimatorul MVUL

Pentru a concluziona, prezentd etapele ce trebuie parcurse pentru determinarea unui estimator MVU:

1. Determindm o statisticd suficientd pentru parametrul , notatd cu 7' (V') , folosind Teorema de factorizare
Neman-Fisher.

2. Determindm daci statistica suficientd este completd, iar dacd da, putem continua. In caz contrar, aceasta
abordare nu poate fi utilizata.

3. Determindm o functie g, ce are ca argument statistica suficientd si care produce un estimator nedeplasat,

0 = g(T'(V)). Estimatorul MVU va fi 0. O varianta alternativa a acestui pas o constituie calcularea § =
E(0|T (V) ), unde 6 este un estimator nedeplasat oarecare. Aceastd ultimd abordare este, de reguld, greu de
aplicat in practicd, tocmai datoritd modului de evaluare a mediei conditionate.
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Exemplul 2.8 Valoarea medie a zgomotului uniform. Presupunem ci avem un model in care datele observate x; sunt
corespunzitoare variabilelor de selectie X; = W;, unde W;, i € {0,1,...,n — 1}, sunt zgomote independente stochastic,
identic repartizate U (0, ), B > 0. Ne propunem sd determindm un estimator MVU pentru media 6 = (/2.

Abordarea prin intermediul CRLB pentru determinarea unui estimator eficient si, prin urmare, care si fie si un estimator
MVU nu poate fi utilizatd pentru aceastd situatie deoarece densitatea de repartitie a vectorului aleator de selectie, adici
functia de verosimilitate, nu satisface conditiile de reqularitate, avind:

E(@lnﬁ(v,@)

50 ) #0, pentru toti 0.

Un estimator natural pentru 6 este media de selectie X = (3. ' X,)/n. Acesta este nedeplasat si are dispersia D2(X) =
3%/(12n). Pentru a determina dacii acest estimator este MVU vom urma pagii descrigi inaintea acestui exemplu. Con-
struim, pentru tnceput, functia in scari

1, dacix >0,
u(@) = Lazoy = 0, daciz <D0.

Obtinem astfel densitatea fiecirei variabile aleatoare de selectie, precum si pentru functia de verosimilitate:

f(zi,0) = % (u(z;) —u(x; — B)), unde =20,
n—1
L(v,0) = % H (u(z;) —u(z; —P)) #0 doardaci0 < x; < B, pentru toti indicii i.

i=0
Astfel, obtinem urmitoarea factorizare a densitdtii vectoriale:

L (U, 0) = [, (Io, ey Tp—1, 0) = 1{0<$i<ﬂ7Vi} = 57”u (,8 — IIlaXi:m .T,)’LL (mini:m £E7)

=:9(T'(v),0) =:h(v)

Apeliam la Teorema de factorizare Neyman-Fisher i obtinem ci ultima statistici de ordine T (V') = max,_g,— X; este 0
statisticd suficientd pentru parametrul 6.

In urmitoarea etapd determinim o functie ce are ca arqument statistica suficienti si care produce o statistici nedeplasatd.
Calculdm, pentru inceput, repartitia statisticii de ordine T :

n—1

Pr) =P(T<)=PXo<&.. Xp1<8=][P(Xi<8=PX<8)"

i=0
Densitatea de repartitie a lui T' se obtine prin derivarea functiei de repartitie calculate anterior:

n—1 dP (XO S 5)
dg§

n (B (Xo <€) fxy (€) = n (P (X <€) ;1{0«5}

fr(§) n (P (Xo <¢))

£ n—1 1
1(5) o

Media statisticii suficiente T este:

_ “+o0 _ B 5 n—1 B m
B = [ e@ae= [en(§) o= toa= 2

Pentru a face acest estimator nedeplasat, trebuie ca 2n/ (n + 1) = 1 si vom considera estimatorul 6 := ((n +1) / (2n)) T,
ceea ce spune cd estimatorul MVU este

L +1
2
Cumwva, contrar intuitiei, media de selectie nu este estimatorul MVU pentru media zgomotului distribuit uniform.
Daci dorim si comparidm dispersia minimald cu cea a mediei de selectie, observim cd:

maxi:m X7,

o= (52) = (252 ([ ()= () s =
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Se observi cd, pentrun > 2,
25y B B
DI(X)= 7> ——
(X) 12n ~ 4n(n+2)
Succesul acestui exemplu se bazeazd pe posibilitatea de a determina o statisticd suficientd singulard. Daci ne referim la
Exemplul 2.4, a estimdrii parametrului fazei, acolo am avut nevoie de doud statistici Ty (V') si To (V') , fapt ce face abordarea
prezentati dificil de aplicat.

= D*().

2.4 Extinderea la cazul parametrilor vectoriali

Extindem studiile precedente si intentiondm sd determindm un estimator vectorial MV'U, de tipul p x 1, pentru
un parametru vectorial de aceeasi dimensiune. Fiecare componenta a estimatorului trebuie sa fie nedeplasata ra-
portatd la parametrul estimat si sd aiba dispersie (variantd) minima. In cazul vectorial, am putea avea mai multe
statistici suficiente decat numaérul de parametri estimati (r > p), exact tot atitea (r = p), sau chiar mai putine
(r <p).In exemplele abordate in aceastd sectiune ne vom referi doar la primele doud situatii. O situatie de
dorit ar fi ca r = p, deoarece aceasta ar permite determinarea estimatorilor MVU prin transformarea statisticilor
suficiente, pdstrand proprietatea de nedeplasare.

O statistici vectoriald T (V) = (T (V) , To (V) , ..., T (V)" se numeste suficienti pentru estimarea parametrului
vectorial # dacd densitatea conditionatd a vectorului de selectie in raport cu statistica, adica f (V|T (V),6), nu
depinde de parametrul §. Mai precis, aceasta inseamnd cd f (V|T (V),0) = f(V|T (V)). Cum, in general, pot
exista mai multe astfel de statistici T (V') , suntem interesati de statistica suficientd minimald, sau, altfel spus, de
statistica T de dimensiune minimald. Pentru aceasta, facem apel tot la Teorema de factorizare Neyman-Fisher, in
varianta sa vectoriala.

Teorema 4 (Teorema de factorizare Fisher-Neyman pentru parametru vectorial) Dacd putem factoriza densitatea
de repartitie a vectorului aleator de selectie sub forma:

L(v,0) =g(T (v),0)h(v), (53)

unde g este o functie cu valori in M, 1, ce depinde doar de 0 si de v prin intermediul lui T (v) si h este o functie ce depinde
doar de v, atunci T (V') este este o statisticd suficientd pentru 6. Reciproc, dacid T (V') este este o statisticd suficientd pentru
0, functia de verosimilitate poate fi factorizati precum in formula (53).

Demonstratia, pe care o vom omite aici, poate fi studiatd in Kendall, Stuart [4]. Precizdm cd, intotdeauna, va
exista o multime de statistici suficiente, multimea de date oferite de V fiind, chiar ele, suficiente. Problema care
trebuie cercetata este dimensiunea statisticii suficiente, precum si concluzia oferitd de Teorema 4.

Exemplul 2.9 Estimarea ansamblului parametrilor unui curent sinusoidal. Presupunem cid avem un curent de tip
sinusoidal, aflat intr-un WGN, pentru care datele observate sunt date de variabilele aleatoare de selectie:

X; = Acos 2rfoi) + Wy, i€{0,1,...,n— 1},

unde amplitudinea A, frecventa fy si dispersia zgomotului, o2, sunt parametri necunoscuti. Vectorul parametrilor va fi
0 =(A, fo,0?)t, iar densitatea comund a datelor este:

n—1
1 1 12
L(v,0) = ————exp|—== x; — Acos (2 foi
@0 = ( w; (27 foi)) )
1 1 n—1 n—1 n—1
= ———5exp|—55 fo - QAZLUZ' cos (27 foi) + ZA2 cos? (2m foi) | | -
(2702)71/ 20 i=0 i=0 i=0

Datoritd termenului Z?:_lei cos (2 foi), cu fo necunoscut, nu putem reduce densitatea anterioard la forma datd de (53).
Dacil, in schimb, frecventa ar fi cunoscutd, vectorul parametrilor necunoscuti este 0 =(A,o?)t, iar densitatea se poate
reprezenta imediat astfel:

n—1 n—1 n—1
1 1 . .
L(v,0) = W exp (—M < E x7 — 24 E x; cos (27 foi) — + E A? cos? (27rfoz)>> 1,
=0 =0 _

(270 =0 )

=:9(T(v),0)

unde

T (v) := ( z_:% cos (2 foi) z_:xf ) .

=0 =0
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Statistica T (V') este o statisticd suficientd pentru A i o2, dar doar daci fo este cunoscut.
Presupunem acum ci avem:

X, =A+W,;, undeW,;este WGN, pentruie {0,1,....,n—1}

si presupunem cid amplitudinea A si dispersia o* a zgomotului alb Gaussian sunt parametri necunoscuti. Putem folosi
rezultatele obtinute in prima parte a exemplului pentru a determina o statisticd suficientd de dimensiune 2 pentru estimarea
mdrimii curentului continuu si a dispersiei zgomotului. Parametrul necunoscut este 0 =(A, o?)!, iar statistica suficientd

este: .
n—1 n—1 g
T (V)= ( xio Y x? ) : (54)
i=0 i=0

Am viizut cd, daci o? este cunoscut, Z?;(}Xi este o statisticd suficientd pentru amplitudinea A (vezi Exemplul 2.2), iar

daci A este cunoscut (A = 0), Y1 X? este o statistici suficientd pentru o (vezi Exemplul 2.3). In analiza de fatd,
aceleasi statistici sunt, in ansamblu, ca pereche, suficiente. Acest lucru nu este, intotdeauna, adevirat.

Cum, in exemplul precedent, avem doi parametri si am obtinut doud statistici suficiente, putem acum de-
termina un estimator MVU pentru parametrul vectorial. Pentru a realiza aceasta, enuntdm varianta vectoriald a
Teoremei Rao-Blackwell-Lehmann-Scheffe.

Teorema 5 (Rao-Blackwell-Lehmann-Scheffe, cazul vectorial) Dacii 0 este un estimator nedeplasat pentru para-
metrul 0 si T (V) este o statisticd suficientd, r x 1 dimensional, pentru 0, atunci = E (AT (V)) este:

1. un estimator valid pentru 0 (adicd nu depinde de 0);

2. nedeplasat;

3. de dispersie mai micd sau egalii cu dispersia lui 0 (compararea ficindu-se componenti cu componenti), pentru toti .
In plus, dacit statistica suficientd este completd, atunci @ este estimatorul MVU.

In cazul vectorial, completitudinea inseamna ca pentru o functie, 7 x 1—dimensionala, de T, u (T), daci
E(u(T)) = / e / u(T)L(T,0)dT =0, pentru totib, (55)

atunci u(T) = 0 € M, (R), pentru toti T. Similar cazului 1—dimensional pentru parametru, conditia este
greu verificabil in practicd. Pentru a determina estimatorul MVU direct cu T (V) , frd a mai evalua E (9T (V)),
dimensiunea statisticii suficiente ar trebui s& fie egald cu dimensiunea vectorului parametrilor necunoscuti, r =
p. Dacd aceastd conditie este verificatd, ar trebui doar sa gdsim o functie p—dimensionald g, astfel incat

E(g(T)) =90,
in ipoteza cd T este o statisticd suficientd completa.
Exemplul 2.10 (continuarea Exemplului 2.9) Pentru statistica suficientd (54), media sa este:
t

E(T(V)=(B(T (V) B(TV) )=(nd nBX2) ) =(nA n(?+A42) )",

Desigur, am fi putut rezolva problema deplasirii pentru prima componentd a lui T (V') , prin tmpdrtirea sa la n, dar ar
fi didunat celei de a doua componente. T» (V) estimeazid momentul teoretic de ordinul doi si nu dispersia doritd. Dacd
transformdm pe T (V') astfel:

%Tl (V) X
T (V) = — n—1 :
s ~Ty (V) - (iT1 (V)>2 ;;XE - X2
atunci, deoarece X ~ N (A, 02 /n),
X 1n—1 Y G o? n—1
BX)=4 s E <n§X?—X2> =0+ A -B(X?) =0 + A7 - A7 - — = ——0".



Multiplicand atunci statistica cu n/ (n — 1) , va fi nedeplasati pentru parametrul o2. Transformarea recomandati va fi:

%Tl (V) X
g(T(V)) = A = 1 (& .
- L : (Tg (V)—n <nT1 (v>> ) — (;XE - nX2>

nz (Xi - ZXQ - 2ZX X +nX? = ZX2
iar estimatorul va fi:

é: 1 n—1

|
i
=

care este un estimator MVU pentru 0 =(A, o%)*. Factorul de normalizare 1/ (n — 1) pentru 62 se datoreazd pierderii unui
grad de libertate in estimarea medzez In acest exemplu, G nu este un estimator eficient. Se poate demonstra (vom omite aici
aceastd demonstratie) ci X si 62 sunt statistici independente si ci

2 142
XNN(A,il) §i MNXQ(n—l).

o2

Matricea de covariantd si CRLB (vezi Exemplul 1.5) sunt:

2 2
% 0 EA
C; = si I'@=| "
204 204
0 -
n—1 n

Se observii cid estimatorul MV U nu se putea obtine prin examinarea CRLB.
In final, observim ci dacd am fi stiut sau am fi intuit cd media de selectie si cd dispersia de selectie modificatid sunt
estimatori MVU, am fi putut simplifica studiul. Densitatea vectorului de selectie este:

o _i"il( a4y
(2m02)"/? AP 502 i—o "

1 1 n—1
B WGXP <_%2 (Z (z; — 7)° +n(m—A)2>> L

i=0 =:h(v)

L (v,0)

=:g(T'(V),0)

unde T' (V) = (X, >0, 1(X X)? ) . Impartind a doua componenti la (n — 1) obtinem estimatorul §. Desigur, existd o
transformare bijectivi intre T' (V') si T (V') , ceea ce subliniazd, inci o datd, ci statisticile suficiente sunt unice pind la o
transformare bijectivd.

Pentru concluzia cii @ este un estimator MVU nu am verificat completitudinea statisticii. Aceasta rezultd datoritd
faptului cid densitatea Gaussiand este un caz particular al familiilor de densititi exponentiale, despre care Kendall, Stuart
[4], aratd cid sunt complete.

3 Estimatori liniari nedeplasati optimali (BLUE)

3.1 Introducere

In practica se intampla frecvent ca estimatorul MVU, daci existd, sd nu poate fi gasit. De exemplu, este posibil
sd nu cunoastem densitatea de repartitie a datelor sau chiar sa putem fi dispusi sd ne asumam un model pentru
acesta. In acest caz, metodele noastre anterioare, care se bazeazd pe CRLB si teoria statisticilor suficiente, nu
pot fi aplicate. Chiar dacd densitatea este cunoscutd, ultimele abordari nu garanteazd obtinerea estimatorului
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MVU. Confruntandu-ne cu incapacitatea de a determina estimatorul MVU optimal, este rezonabil sa apeldm la
un estimator suboptimal. Procedand astfel, nu putem fi siguri de cat de multd performantd am putea pierde
(deoarece dispersia minimald a estimatorului MVU este necunoscutd). Cu toate acestea, dacd dispersia estima-
torului suboptimal poate fi stabilitd si dacd indeplineste specificatiile sistemului nostru, atunci utilizarea sa poate
fi justificatd ca fiind adecvatd pentru problema in cauzd. Dacd dispersia sa este prea mare, atunci va trebui sa
ne uitdm la alti estimatori suboptimali, sperand sad gdsim unul care sd indeplineasca specificatiile noastre. O
abordare frecventd este aceea de a restrictiona estimatorul sé fie liniar in raport cu datele si de a gési estimatorul
liniar care este nedeplasat si are dispersia minimd. Dupd cum vom vedea, acest estimator, care este denumit
estimator liniar nedeplasat optimal (BLUE, the best linear unbiased estimator), poate fi determinat doar cu cunoasterea
momentelor de orinul intai si al doilea. Deoarece nu este necesara cunoasterea completd a densitdtii de repartitie,
BLUE este, de multe ori, cel mai potrivit pentru implementarea practica.

BLUE se bazeazd pe estimarea liniard definitd de (56). Dacd impunem ca aceastd estimare s4 fie nedeplasati,
precum in (57), si sa minimizam dispersia lui (58), atunci BLUE este dat de formula (60), iar dispersia minimald
a acestui estimator este datd de aceeasi formulad. Pentru aflarea estimatorului, este nevoie doar de cunoasterea
mediei si dispersiei datelor. Atat in cazul scalar, cat si in cel vectorial, dacd caracteristica este de tip Gaussian,
atunci BLUE coincide cu MVU.

3.2 Modul de definire al BLUE

Considerdm o selectie repetatd de volum n asupra unei caracteristici a cdrei densitate de repartitie parametrizata
este f (x,0), vectorul empiric de selectie fiind v = {z1, x2, ..., z, }. BLUE solicitd restrictia ca estimatorul si fie de
tip liniar. Mai precis, considerand Xj, ..., X,, variabilele de selectie corespunzitoare esantiondrii,

1
a; X, (56)

n

>
Il
I
o

i

unde a; sunt coeficienti constanti, ce trebuie determinati. In functie de alegerea acestora, putem genera diferiti
estimatori pentru 6. Cu toate acestea, cel mai bun estimator (BLUE) este definit ca fiind acela care este nedeplasat
si care are dispersia minimd. Deoarece ne limitdm la clasa estimatorilor liniari, BLUE va fi optimal (cu alte
cuvinte, este estimator MVU) doar atunci cind MVU este, la randul sdu, liniar. De exemplu, pentru problema
estimdrii valorii marimii curentului continuu in WGN (vezi Exemplul 1.3), estimatorul MVU este media de
selectie:

é:)_(:

2

1
1
7Xi7
n

Il
=]

care este, evident, de tip liniar. Prin urmare, dacd ne restrictiondm doar la clasa estimatorilor ce au aceasta
proprietate, nu vom pierde nimic deoarece estimatorul MVU apartine acestei clase. Pe de altd parte, pentru
problema estimadrii valorii medii a zgomotului repartizat uniform, estimatorul MVU este:

n+1

0= max
2n  ie{0,1,....n—1}

Xi7

care este neliniar in raport cu datele. Dacd am restrictiona cdutarea doar la cazul estimatorilor liniari, atunci
BLUE ar trebui sd fie media de selectie, asa cum vom vedea in aceastd sectiune. Dupa cum este prezentat in
Exemplul 2.8, diferenta in performantd este substantiald. Din nefericire, fard cunoastere densitdtii de repartitie
a statisticii, nu putem determina pierderea de performantd prin apelarea la BLUE. Pentru anumite probleme de
estimare, utilizarea lui BLUE poate fi total nepotrivitd. Dacd privim la problema estimarii puterii unui WGN, se
poate ardta usor ca estimatorul MV U este (vezi Exemplul 1.5):

n—1

— 1
02272 XZ»Q,
n“

=0

care este neliniar. Dacd am forta ca estimatorul si fie liniar, similar formulei (56), 02 = Z?zlaiX i, lar valoarea sa
medie este:

n—1
E(o?) = ZaiE(X,;) =0, deoarece E(X;)=0, pentrufiecarei € {1,2,...,n}.
i=0

Nu putem deci gdsi niciun estimator liniar care sa fie nedeplasat, cu atdt mai putin unul de dispersie minima.
Desi BLUE nu este potrivit acestei probleme, un BLUE ce utilizeazd datele modificate Y; = X? va produce un
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estimator viabil, deoarece pentru

n—1 n—1 n—1
02 = g a;Y; = g ain?, avem E(o?) = E a;0? = o’
i=0 i=0 i=0

Existd multe valori ale coeficientilor a; care ar satisface aceasta restrictie. Problema este care valori trebuie uti-
lizate pentru a obtine BLUE?

3.3 Determinarea lui BLUE

Pentur a determina BLUE, constrangem estimatorul 6 sd fie liniar si nedeplasat, iar apoi determindm coeficientii
a; care duc la minimizarea dispersiei. Avem, astfel,

n—1
E(0) =) aE(X;) = 0. (57)
=0

Dispersia estimatorului § este

D*(0) =E& (SaiXi —-E <n§aixi>>

Folosind (57) si utilizand abordarea vectoriald a = (a1, as, ..., a,)" , obtinem:
D%(6) =E ((atX _a'E (X))Q) ~E ((at (X-E (X)))Q) =E (at (X-E (X)) (X—E (X)) a) —a'Ca.  (58)

Vectorul ponderilor a se obtine prin minimzarea (58), in raport cu restrictia (57). Inainte de a continua, trebuie
sd presupunem o anumitd forma a mediei E (X;) . Pentru a satisface conditia de nedeplasare, E (X;) ar trebui sd
fie liniar in raport cu ¢, adica

E(X,) 28197 1€ {0,1,...,77,7 1}, (59)

unde coeficientii s; sunt cunoscuti. Altfel, ar putea fi imposibil ca restrictia sa fie satisfacutd. De exemplu, daca
E (X;) = cos#, atunci conditia de nedeplasare devine:

n—1
Zai cosf =6, pentru totif.
i=0

Pentru acest exemplu este clar cd nu exista coeficientii a; care s satisfaca egalitatea anterioard. Observdm c4d,
dacd scriem pe X, sub forma X; = E (X;) + (X; — E(X,)), atunci, notand W, := X, — E (X;) ca fiind zgomotul
pe sistem,

X, =0s;+W;, pentrutotii e {1,2,...,n}.

Pentru a generaliza analiza, avem nevoie de o transformare neliniard a datelor observate, asa cum am descris
deja. Cu ipoteza data de (59), problema estimarii se pune in modul urmator. Pentru a determina BLUE, trebuie

sd minimizdm dispersia D2(é) = a’Ca, cu restrictia de nedeplasare, care, datoritd formulelor (57) si (59) devine:

n—1 n—1 n—1
ZaiE(Xi) =0 < Zaisiﬁ =0 < Zaisi =1 <« als=1,
i=0 i=0 i=0

unde s := (80, 81, -+, s,,L_l)t . Vom vedea cd solutia acestei probleme de minimizare este:
C's
T
iar BLUE are reprezentarea
stC~'X

A . . . o 2/A _
0= prreEp dispersia sa fiind data de D*(0) = ——— (60)

In conformitate cu (59), deoarece E (X) = 0s, BLUE este nedeplasat:

s'CE(X)  s'C™'0s
stC-1s  stC-ls

E(f) =
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Pentru a determina BLUE, trebuie sa cunoastem doar pe s si C' (matricea de covariantd) sau primele doud mo-
mente, dar nu si intreaga densitate de repartitie, dupa cum vom vedea in exemplele prezentate in continuare.

Pentru moment, prezentdim modul de obtinere a valorii a,,, rezultatd in urma rezolvarii unei probleme de
optimizare:

min D?(f) = mina’Ca
a's = 1.

Vom folosi metoda multiplicatorilor lui Lagrange. Functia Lagrangiani este J = a’Ca+ A (a’s — 1), al carei
gradient, in raport cu vectorul a, este 9.J/0a =2Ca + As. Egalandu-1 cu zero, obtinem:

A A A 1
a= —5(]_18, iar a's= —EstC_ls =1 = —5=gc 1
Rezulta deci ca . R 1
C™'s 9,4 ‘ s'C—CC™ s 1
Aopt = SiC-1s si D7(0) = a,,,Caop (stC—ls)Q stO-1g"

Pentru a vedea faptul cd a,,: este minimul global si nu doar un minim local considerdm functia:

G = (a— aopt)t C(a—ay) =a'Ca— 2a’;ptCa + atoptCaopt
stC~Ca 1 1
ot it
= alta-2 stC—1s + stC-1s a Oa_stC’*ls'

Prin urmare,
1

tscTs

care este minimizatd doar de a = a,,;. Aceasta se intampla deoarece proprietatea de pozitiva definire a matricei
C face ca primul termen din membrul din dreapta al egalitdtii anterioare s fie strict mai mare decat zero pentru
a — agpt # 0 (vectorul nul).

alCa = (a—ayy) C(a—ay)

Exemplul 3.1 Mdrimea curentului continuu in WGN.

(a) Presupunem ci datele observate sunt date de X, = A+ Wy, ¢ € {0,1,...,n — 1}, unde, pentru fiecare i, W;
este un zgomot alb, avand dispersia o? (si densitatea de repartitie necunoscuti). Problema constd in estimarea mdrimii A
a curentului. Cum W; nu sunt, neapdrat, de tip Gaussian, zgomotele pot fi statistic dependente, chiar dacd ele sunt, doud
cdte doud, necorelate. Deoarece B (X;) = A, atunci, conform relatiei (59), s; = 1 si, prin urmare, s = 1. Reprezentarea
(60) furnizeazd forma lui BLUE:

1
R 1t72[ X 17L—1 _ R 1 0-2
A= % =— E X, =X, avind dispersia. ~ D*(A) = —— = —.
1 n 1 n
1'—TI1 =0 11—
g g

Prin urmare, media de selectie este BLUE, afirmatie ce este adeviratid independent de densitatea de repartitie a caracteristicii.
In plus, este estimatorul de dispersie minimd pentru zgomotul Gaussian.

(b)  Presupunem acum cii toate W;, sunt zgomote albe necorelate, de medie zero si cu dispersia D*(W;) = o2, i €
{0,1,...,n — 1}. La fel ca si la punctul precedent, s = 1 si, conform cu (60),

~ 1tC_1X . . 2 ~ 1
A == m, cu dlsp@rslﬂ D (6) == m
Matricea de covariantd, respectiv inversa sa, sunt date de formulele:
1
o2 0 0 s 0 0
0 o3 0 0 % 0
C = . . si Cct= N
0 0 o? 0 0 L
Prin urmare,
nlei
) 1=0 0.22 . 2/, 4 1
A= — si D*(A) = — (61)
1 1
o2 o2
i=0 ? i=0
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In concluzie, BLUE pondereazid mai mult acele probe ce au dispersia mai mici, in incercarea de a egaliza contributia
zgomotelor provenite de la fiecare probi in parte. Numitorul din formulele (61) este factorul de ajustare ce face ca estimatorul
obtinut sd fie nedeplasat.

Datoritd ipotezei zgomotului Gaussian, estimatorul poate fi considerat a fi eficient si, prin urmare este un
estimator MVU. Nu este doar o coincidenta faptul cd estimatorul MVU pentru cazul zgomotului Gasussian si
BLUE sunt aceeasi. Avem de a face, de fapt, cu un rezultat general, care afirma cd, in estimarea parametrilor
unui model liniar, cele doud tipuri de estmatori coincid dacd ne situdm in ipoteza mentionatd privind tipul
zgomotului pe sistem.

3.4 Cazul parametrului multidimensional

Dacd parametrul estimat este un vector p x 1 dimensional, atunci, pentru ca estimatorul s4 fie liniar in raport cu
datele ar trebui ca el sd aiba forma:

n—1
éi = Zainxia (XS {172a "'ap}? (62)
i=0
unde a;, sunt coeficientii de ponderare. Scrisd sub forma matriceald, formula (62) devine 0 = AV, unde A €
Mypxn (R) . Pentru ca estimatorul 0 s4 fie nedeplasat, trebuie ca
n—1

E(0,) =Y amB(X;)=0;, i€{1,2,.,p}, sau, echivalent, E(f)=AE(V)=0. (63)
1=0

Un estimator liniar este potrivit doar pentru probleme in care restrictia privind nedeplasarea poate fi satisfacuta.
Din formula matriceald precedentd obtinem ca:

E(V)=H6, undeH e M, ,(R). (64)

In cazul parametrului scalar (vezi (59)), E(V) = HO = (0,51, ..., 5n_1)"0. Substituind (64) in (63), obtinem
conditia de nedeplasare

AH=1. (65)
Dacéa definim linia a; := (aio,ail, - ai(n,l))t, astfel incat 0; = a!V, atunci conditia de nedeplasare poate fi
rescrisd pentru fiecare a; notand
aj
aj
A= . si considerand h; coloanaialuiH=( h; hy --- h, ).
2,
Astfel, conditia de nedeplasare (65) se reduce la
aﬁhj :5ij7 Z,] S {1,2,,])} (66)
Dispersia estimatorilor va fi, pentru fiecare i,

BLUE pentru parametrul vectorial se obtine prin minimizarea cantitdtilor (67), cu restrictia datd de (66), pentru
fiecare i. Aratdm in continuare cd BLUE si matricea de covariantd sunt date de formulele:

~ t _ _ . by -
f=MHCc'H) 'H!ICTYY,  dar ;= (H'CT'H)\ (68)
Ne situdm in ipoteza unui model liniar, V. = H + w, cu w ~ N(0,C). Scopul este deci acela de a estima
parametrul vectorial #, unde E (V') = Hf. Aceasta este exact presupunerea datd de formula (64). Dar, estimatorul
MVU pentru date de tip Gaussian este
§=M®c'H)'HIC Y,

care este liniar in V. Putem concluziona ca dacd datele sunt de tip Gaussian, atunci BLUE este si estimator MV'U.
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Problema minimizarii dispersiilor date de (67), in prezenta restrictiilor de nedeplasare (66) este similard cazu-
lui scalar, exceptand prezenta restrictiilor asupra vectorilor a;. Avem acum p restrictii asupra acestor vectori, nu
doar una. Cum vectorii a; pot lua orice valori, independent intre ei, avem de a face, de fapt, cu p probleme de
minimizare separate, interconectate doar de restrictii. Considerdm, pentru fiecare ¢, Lagrangian-ul

p p
J; = alCa; + Z)\y) (ath; — &;;), cu derivatele partiale 0Ji _ 2Ca; + Z)\;Z)hj =2Ca; + H)\;,

- aai :
Jj=1 7=1
pentru ultima egalitate folosind notatiile \; := ()\gi), )\gi), - )\S))t siH=( h; hy --- h, ). Egaland gradien-
tul cu zero, gasim:
1
a; = 750*1H/\i. (69)

Pentru a determina multiplicatorii lui Lagrange, ne vom folosi de restrictiile (66) care, in formd combinatd, duc
la ecuatia:

ht 0

ht 0
h: a; =

n,, 0
h!, 0

Notdm cu e; vectorul canonic i si obtinem restrictia H'a; = ¢;. Folosim (69), iar restrictia devine:
t Lttt
Hai:—iHC H)\ZZGZ
Daci presupunem inversabilitatea matricei H'C'~'H, atunci vectorul multiplicatorilor lui Lagrange este:
1 — -1 . _ _ —1
—hi= (H'C™'H) '¢;,  iar  a;,,=C 'HHC 'H) . (70)
Dispersia acestui estimator este:
D*(0;) = al, Ca,,, =e/(H'C'H) 'H'CT'CCT'HH'CT'H) e, = e}(H'CT'H) e;.

Similar cazului scalar, se poate ardta cd a;,,, este un punct de minim global. Putem exprima vectorul BLUE sub
o formd mai compactd, astfel:

al |V el (H!'C~'H) 'HIC~'V el
A al vV et (HIC—TH) 'H!IC-1V et
h—| = 2 ) _2 H!'C~'H) 'H!'C~'V = (H!/C'H) 'H!C 'V,
aj, V el (H'C~'H) 'H'C~'V ey
deoarece (¢! ¢, ..., e;) este matricea unitate. De asemenea, matricea de covariantd a estimatorului vectorial 0
este:
C; = E ((0-E(0))(0-E(@))").
unde . R .
0-E(f) = (H'C'H) 'H'C~'(HI + w) — E() = (H'C™'H) 'H'C~'w.
Obtinem astfel:

C; = E((HtC*lH)’1HtC*1wwtC*1H(HtC*1H)71)
(H!C-'H) 'H!C-'CC'HH'C~'H) ' = (H'C~'H) ",

deoarece matricea de covariantd a lui w este C. Minimul dispersiilor este dat de cétre elementele diagonale ale
matricei Cj, adica:
D?(6;) = etCye; = (H'CT'H),', i€ {1,2,..,p},

1
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obtinand astfel rezultatul dorit.

In cadrul considerat, modelul liniar general nu presupune existenta zgomotului Gaussian. Datele au doar o
formad liniard de reprezentare. Urmatorul rezultat oferd formula estimatorului si a matricei sale de covariantd in
aceasta situatie.

Teorema 6 (Gauss-Markov) Daci datele au forma liniari generald:
V=H0+w, undeH € M,y, (R) este cunoscuti, 6 € M, este vectorul parametrilor,

iar w este vectorul zgomotelor pe sistem, de tip n x 1, avdand media zero si matricea de covarianti C (densitatea de repartitie
fiind necunoscutd, nu neapirat de tip Gaussian), atunci BLUE pentru @ este:

0=MH'C"H) "H'C™'V, iar dispersia minimi pentru 0; este D*(0;) = (H'C™'H);.', i € {1,2,....,p}. (71)

ii o
In plus, matricea de covarianti a estimatorului vectorial 0 este:

C; = (H!ICT'H)

3.5 Un exemplu privind procesarea semnalului. Localizarea sursei

O problema de interes privind traficul aerian il constituie determinarea pozitiei unei surse emitente a unui sem-
nal. De exemplu, pentru a determina pozitia unui avion, se utilizeazd, de reguld, o retea de antene. Metoda
constd in estimarea diferentelor temporale dintre o serie de méasurdtori (TDOA, time difference of arrival). Ast-
fel, semnalul emis de un avion (sursa) este receptionat, in acelasi timp, de trei antene din retea, avand deci
t1 = to = t3. TDOA ty — t; dintre antena 1 si 2 este zero, la fel ca si t3 — t2 dintre antenele 2 si 3. Putem afirma
astfel cd range-urile (razele de actiune, distantele) R; cdtre cele trei antene sunt aceleasi. Intersectia portiunilor
de disc avand ca centru antenele si ca raza range-urile R;, reprezintd posibila locatie a avionului emitent al
semnalului.

Vom examina problema de localizare folosind teoria estimatiei. Considerdm o retea de n antene ce sunt
pozitionate in locatii cunoscute si cd mdsurétorile timpilor de sosire (receptionare a semnalului de cdtre antene)
ti, i € {0,1,...,n — 1} sunt disponibile. Trebuie si estimdm pozitia sursei (x5, ys) . De asemenea, presupunem
cd timpii de sosire sunt perturbati de cate un zgomot aleator de medie zero, dispersie cunoscutd, dar densitate
de repartitie necunoscutd. Pentru semnalul emis de sursd la momentul ¢ = Tp, mdsurétorile sunt modelate de
relatiile:

ti:ﬂ)—f—Ri/C—‘rEi, 7;6{0,1,...,77,—].}7 (72)
unde ¢; sunt zgomotele (perturbatiile) masurdtorilor, iar ¢ reprezinta viteza de propagare. Zgomotele méasura-
torilor sunt de medie 0, dispersie o2 si necorelate intre ele. Presupunem ca nu existd nicio informatie privind
distributia zgomotelor. Vom stabili o relatie intre raza de actiune R; a fiecdrei antene (distanta pana la tintd) si
pozitia necunoscutd 6 = ( z, s )t a emitatorului. Notdm pozitia fiecdrei antene cu (x;,v;), , pozitii pe care le
presupunem cunoscute si avem:

Ri=\/(@s — 2% + (5 — 03)? 73)

Dacé introducem formula lui R; din (73) in (72), se observd cd modelul este neliniar in raport cu parametrii
necunoscuti z, §i ys. Pentru a aplica Teorema Gauss-Markov, presupunem cd este disponibild o pozitie pro-
babild a sursei, (z,,,yn) . Aceastd pozitie probabild, care este apropiatd de adevidrata pozitie a sursei (pozitia
exactd) poate fi determinatd din masurdtori anterioare. O astfel de situatie apare, de reguld, cand sursa este
urmarita de receptori. In consecints, pentru a estima pozitia noua a sursei, trebuie si estimdm parametrul § =
( Ts — Tm  Ys — Ym )t = ( 0xs Oy )t . Fie R,,, razele de actiune nominale, precum in Figura 5.

Folosim o dezvoltare Taylor de ordinul intai a cantitatii R; (consideratd ca o functie de doud variabile, z, si
ys), In jurul pozitiei nominale x5 = 2, Ys = Ym :

Tm — T4 5-773 + Ym — Yi 5y€ (74)

ot R, R,

Folosim aceastd aproximare in formula (72) si obtinem:

Ry, Tm — Tj Ym — Yi .
R PN L LY ., ie{0,1,...,n—1},
o TR et T Oyt e { n—1}

t; =To +
formuld care este, acum, liniard in raport cu parametrii dx5 si 0ys.
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Antena
L ]
0
. v "
L ]
1
L ]
. = n-1
Figura 5.
De asemenea, deoarece
cosa-—xm_xi si sin « — Ym i
P = 05— i = ;
R, Ry,
modelul se poate scrie, simplificat,
R, cosa; sin oy

t; =T+ + dxg + oys +ei, 1€{0,1,....n—1}
& & &

Termenul R,,, /c este 0 constantd cunoscutd care poate fi incorporatd in masuritoare prin notatia

R,
Ti:ti— ml.

Modelul nostru linear devine:

COS o sin oy
0rs +
c c

Ti :T0+ 6ys+€i7 S {0715"'7’”‘_1}’ (75)

unde parametrii necunoscuti sunt 7y, x5, dys. Presupunerea cd momentul T la care sursa emite un semnal este
necunoscut este des intalnita in cazurile concrete. Cunoasterea lui Tj ar presupune o sincronizare precisd a
ceasurilor sursei si receiver-ului, fapt care, in situatii reale este de evitat. De reguld, se considerd TDOA care
elimind pe T din (75). Construim aceastd diferentd de timp TDOA in felul urmator:

51 = T1—170
52 = T2—T
gn—l = Tpn—-1—Tn-1-

Formula (75) conduce la urméatorul model (final) liniar:
1 1
& = p (cosa; —cosay_1)0xs + - (sinay —sina;—1) 0ys +&; —gi—1, t€{1,2,....,n—1}. (76)

Am redus problema estimarii la cea descrisd de Teorema Gauss-Markov, unde

COS (x1 — COS (g sin ;1 — sin oy €1 — €0
0% 1 COS (i — COS (X1 sin aip — sin o €2 —¢€1
= s =— s W =
0Ys c
COS Qp_1 — COSQp_o  SiNQy,_1 — SN Qy,_o €n—1 — E€n—2

Vectorul zgomotelor w are media zero, dar nu mai este compus din variabile aleatoare necorelate intre ele. Pentru
a determina matricea de covariantd, observam ca:

-1 1 o o0 --- 0 €0
o -1 1 0 --- 0 €1

w=Ae=| c | AEManan (R).
0 0 0 -1 1 En—1



Deoarece matricea de covarianta a lui ¢ este 021, obtinem:
C =E(Asc'AY) = 02 AA".
Din (71), BLUE pentru parametrul vectorial al pozitiei sursei este:
)= (M C~'H)"'H'C~'¢ = (H'(AAHH)"'H'(AAY) "¢, (77)
iar dispersia minima, respectiv matricea de covariantd, sunt date de:

D2(6;) = o ((Hf(AAt)*H)’l) s C=o (HY(AAH)TH) (78)
Ca un exempluy, in Figura 6, avem o reteaua de 3 antene in linie, care este, de fapt, numéarul minim de antene
necesare pentru un model de localizare.

Figura 0.

Pozitia nominala

Pentru acest model avem:
1 [ —cosa 1 —-sina -1 1 0
H = 5 A = )
¢\ —cosa —(l—sina) 0 -1 1

iar matricea de covariantd este, conform formulei (78),

1
0
o 5 o 2cos? o
l§—O’C 3/2
(1 —sina)’

Pentru o mai bunad localizare, unghiul « ar tebui sa fie cat mai mic. Aceasta se poate realiza marind spatiul d
dintre antene. Remarcdm, de asemenea, cd acuratetea locatiei este dependenta de range, acuratetea localizarii
imbunétatindu-se pentru range-uri scurte sau pentru unghiuri o mici.
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